CHAPITRE 1

THEORIE ELEMENTAIRE DES SCHEMAS
EN GROUPES AFFINES COMMUTATIFS

§1.- Schémas affines.
Dans ce paragraphe et dans le suivant, k est un anneau commutatif quel-

conque.

1.1. On appelle k-anneau toute k-algébre associative, commutative et unitaire.
En d'autres termes un k-anneau est un couple (R,iR) ol R est un anneau
commutatif et iR un homomorphisme de k dans R (par abus de langage, on
parlera le plus souvent du k-anneau R , l'application iR étant sous-
entendue). Les k-anneaux forment une catégorie, avec comme fléches les mor-

phismes unitaires de k-algébres.

1.2. Par définition, un k-foncteur est un foncteur covariant de la catégorie des
k-anneaux dans celle des ensembles. Se donner un k-foncteur X revient donc
a se donner, pour tout k-anneau R , un ensemble X(R) , et, pour tout mor-
phisme & : R - S de k-anneaux, une application X(§) : X(R) - X{(S) , de ma-
niére. que, si € :R - S et n:8 - T sont des morphismes de k-anneaux,
on ait X(no &) = X(n)o X(§)

N

Les k-foncteurs forment (& condition de se restreindre a un univers conve-
nable) une catégorie : si X et Y sont deux k-foncteurs, un morphisme
o : X - Y est la donnée d'une famille d'application P X(R) - Y(R) , pour
tout k-anneau R , fonctorielle en R (i.e. si & : R - S est un morphisme
de k-anneaux, le diagramme

®
X(R) —2 Y(R)

est commutatif).
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1.3. Si A est un k-anneau, on note SpkA le k-foncteur défini par :

m pour tout k-anneau R , SpkA(R) = Homk(A,R) , ensemble des morphismes

du k-anneau A dans R ;

@ pour tout morphisme de k-anneaux £ : R - S , SpkA(g) est l'application

qui, & x : A - R , associe €ox : A - S

On voit que Spk peut étre considéré comme un foncteur contravariant de
la catégorie des k-anneaux dans celle des k-foncteurs : si n:A-B estun

morphisme de k-anneaux, Spk'q : SpB - SpkA est défini par

(Spkn)R T XE€ SpkB(R) = Homk(B,R) — xeom € Hom (A,R) = Sp AR)

k

1.4. Si X est un k-foncteur et si A est un k-anneau, il existe (lemme de

Yoneda) une bijection de l'ensemble Hom (SpkA,X) des morphismes

k-foncteurs
du k-foncteur SpkA dans X sur l'ensemble X(A) . Celle-ci s'obtient en

associant & o : SpkA - X 1'élément cpA(idA) de X(A) . La bijection réci-

proque associe & x € X(A) le morphisme ¢ : Sp. A - X défini par :

k
pour tout k-anneau R , ch associe @ n : A - R 1'élément

X(n)(x) € XR)

En particulier, on voit que si A et B sont des k-anneaux, le lemme

de Yoneda définit une bijection entre Hom (SpkA,SpkB) et Hom, (B,A);

k-foncteurs
autrement dit, le foncteur Spk est pleinement fidéle.

k

1.5. Si X est un k-foncteur, on note @k(X) ou, plus simplement, @&X)
l'algébre affine de X : c'est un k-anneau. En tant qu'ensemble, @X) est

l'ensemble des morphismes du k-foncteur X dans la droite affine (i.e. le k-

foncteur Dk défini par Dk(R) = R , qui est visiblement isomorphe & Spkk[T] ).

Se donner un élément f de ©(X) revient donc & se donner une famille d'ap-
plications fR : X(R) - R , pour tout k-anneau R , fonctorielle en R . La
structure de k-anneaux sur G(X) est définie par (si f,g € ¢(X), A € k)

(f+g)R(X) = f (x) +gR(x)

R
(fg)R(x) = fR(x)gR(X)  pour tout k-anneau R et tout x € X(R)
(R x) = Mg (x)

Il v a un morphisme canonique

: X(R) - Hom

ay X - SpkO(X) : pour tout k-anneau R ,

(CI.X)R k(C?(X),R) associe & x € X(R) 1'application foR(x) de
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oX) dans R .

On voit que la correspondance X — O(X) définit, de maniére évidente,
un foncteur contravariant Ox de la catégorie des k-foncteurs dans celle des

k-anneaux et que, si ¢ : X - Y est un morphisme de k-foncteurs, le dia-

gramme
x — X  sp o)
. k
cpl Sp, 0, (@)
Y a4 Sp, G(Y)

est commutatif.

1.6. On appelle k-schéma affine (ou schéma affine sur k) tout k-foncteur qui
est représentable. Autrement dit un k-foncteur X est un k-schéma affine si
et seulement s'il existe un k-anneau A tel que X = SpkA . On voit immé-
diatement que ceci est équivalent & dire que la fléche canonique

ay X > Ska(X) est un isomorphisme. On voit également que :

a le foncteur Spk‘ induit une anti-équivalence entre la catégorie des k-

anneaux et celle des k-schémas affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la

catégorie des k-foncteurs dont les objets sont les k-schémas affines) ;

@ si X est un k-foncteur et si Y est un k-schéma affine, tout morphisme
v : X - Y se factorise, de maniére unique, a travers le morphisme canoni-

que X - Ska(X)

%
1.7. La catégorie des k-foncteurs a des limites projectives. En particulier :

@ si X et Y sont des k-foncteurs, le k-foncteur XxY est défini par
KxY)(R) = X(R) xYR) ; si X et Y sont affines, XxY l'est aussi et
6l xY) s'identifie & 0(X) & oY) ;

s plus généralement, si X , Y et Z sont des k-foncteurs et si ¢ : X - Z
et § : Y- Z sont des morphismes de k-foncteurs, le k-foncteur XxZ Y
est défini par X XZY)(R) = {(x,v) € XR) x Y(R) \ch(x) = q;R(y)} ;s X, Y
et Z sont affines, X X, Y l'est aussi et G X Y) s'identifie a

Z
c(X) ®5(2) o(Y)

1.8. Soit k' un k-anneau. Pour tout k'-anneau R , nous notons R[k] le
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k-anneau déduit de R par restriction des scalaires.

Si X est un k-foncteur, nous notons Xk' le k'-foncteur défini par
Xk'(R) = X(R[k]) , pour tout k'-anneau R , et les fldches évidentes. La cor-
respondance X HX’k' définit, de maniére évidente, un foncteur covariant de
la catégorie des k-foncteurs dans celle des k'-foncteurs, que l'on appelle le

changement de base ou l'extension des scalaires. On voit que

8 le changement de base commute aux limites projectives ;
m Si X est un k-schéma affine, Xk' est un k'-schéma affine dont 1'algé-
bre affine s'identifie a k' ®kc9k(X)

§ 2.- Groupes affines.

2.1. On appelle k-foncteur en groupes tout objet en groupes dans la catégorie

des k-foncteurs. Il revient au méme de dire qu'un k-foncteur en groupes est

un foncteur covariant de la catégorie des k-anneaux dans celle des groupes.

Si G est un k-foncteur, se donner une loi de composition interne sur
chaque G(R) (pour R décrivant les k-anneaux), fonctorielle en R, revient
d se donner un morphisme de k-foncteurs mG : GxG - G . On laisse au lec-
teur le soin d'écrire toutes les propriétés que doit vérifier m- pour que cha-

que G(R) soit un groupe.

Les k-foncteurs en groupes forment une catégorie : un morphisme
v : G- H de k-foncteurs en groupes est un morphisme des k-foncteurs sous-

jacents, compatible avec la structure de groupe, i.e. tel que le diagramme

e’
GXxG G
P Xep P
m
HxH H H

soit commutatif.

2.2. On appelle k-schéma en groupes affine ou, plus simplement, k-groupe

affine (ou encore groupe affine sur k ) tout k-foncteur en groupes dont le k-

foncteur sous-jacent est un k-schéma affine.

Si G est un k-schéma affine et si B = ¢(G) , se donner un morphisme
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mG : GxG - G revient, d'aprés le lemme de Yoneda, a se donner un morph

- = B — B
me de k-anneaux AG AB B B ®k

On vérifie alors que, si R est un k-anneau et si x,y : B - R sont

des éléments de G(R) , le composé de x et y est l'application

A .
B B ®k B xX®y R ®k R produit R

B

Si B est un k-anneau et si A_ : B - BB est un morphisme de k-

B
anneaux, on voit facilement que pour que SpkAB munisse G = SpkB d'une

structure de k-groupe affine, il faut et il suffit que les trois propriétés sui-

vantes soient vérifiées

(Bl) (associativité) le diagramme

A

B ———B®B

AB . 1dB®AB
AB® 1dB
BB —— — »B®B®B

est commutatif ;

(B,) (existence d'un élément-neutre) il existe un morphisme de k-anneaux

2

€p : B - k tel que le diagramme

est commutatif ;

(B3) (existence d'un inverse) il existe un endomorphisme g du k-anneau

tel que le diagramme

id_ ®o
B®B B B B®B
Ay' i \EiOduit
B °B K B B
T __—froduit
B pggB 3 B®B
OB
est commutatif.
21
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Remarque : il résulte de l'unicité de '1'élément-neutre et de l'inverse dans un
ensemble muni d'une loi de composition interne associative que, étant donné
bg vérifiant (Bl) . les applications ep et op vérifiant (Bz) et (B3) , si

elles existent, sont uniques.

2.3. Nous appelons k-bigébre la donnée d'un couple (B,AB) o B est un
k-anneau et bt B-B & B est un morphisme de k-anneaux vérifiant les
axiomes (Bl) , (Bz) et (B3) . Par abus de langage, nous parlerons de la k-
bigeébre B , l'application AB étant sous-entendue. L'application AB s'ap-
pelle le coproduit, €p s'appelle l'augmehtation et OB I'antipodisme. On

note B+ 1'idéal d'augmentation, 1i.e. le noyau de €

Soit B une k-bigébre. On voit que le composé €g° iB est 1l'identité
sur k . En particulier, l'application 1ig est injective et nous l'utilisons
pour identifier k & un sous-anneau de B ; on voit que, en tant que k-modu-

le, B =keBt .

Pour tout f€B , posons &f = 1@f - ABf +f®l . Il résulte de (By)
que si f€ Bt , alors &f € B+® Bt

Les k-bigébres forment une catégorie : un morphisme n : B - C de k-

bigébres est un morphisme des k-anneaux sous-jacents tel que le diagramme

B B B, B

n\ 1 nen
o)

C——— C®kC

est commutatif.

On voit que le foncteur Spy peut encore étre considéré comme un fonc-
teur contravariant de la catégorie des k-bigébres dans celle des k-foncteurs
en groupes et qu'il induit une anti-équivalence entre les catégorie des k-
bigébres et celle des k-groupes affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la
catégorie des k-foncteurs en groupes dont les objets sont les k-groupes affines).
Un foncteur quasi-inverse consiste & associer & tout k-groupe affine G son
algébre affine @(G) ; le produit tensoriel @(G) ®ko(G) s'identifie & 1'algébre
: 6(G) ~ 0(G) g, O(G) est défi-

affine de G x G et le coproduit A, = A

G o(G)

ni par :
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si f€@(G) , pour tout k-anneau R , (AGf)R((X,Y)) = fR(XY) si
(x,v) € GR) xG(R) = (GxG)R)

Si G est un k-groupe affine et si B est une k-bigébre, l'ensemble
des morphismes de k-foncteurs de SpkB dans G s'identifie, par le lemme
de Yoneda, & G(B) . On voit que, dans cette identification, un élément
x€ G(B) est un morphisme de k-foncteurs en groupes si et seulement s'il vé-
rifie

Glag)x) = Gli)x).Gli)x) .

ol i, et i, :B - B®kB sont définies par il(f) =f®l et iz(f) = 1®f .

2.4. La catégorie des k-foncteurs en groupes admet des limites projectives

et celle des k-bigébres a des limites inductives. En particulier :

B la catégorie des k-foncteurs en groupes a un objet nul : le groupe e dé-
fini par ek(R) = {1} , pour tout k-anneau R ; c'est un k-groupe affine

dont l'algébre affine s'identifie a k ;

B si G et G' sont deux k-foncteurs en groupes, le k-foncteur en groupes

G xG' est défini par (GxG')(R) = G(R) xG'(R) , pour tout k-anneau R ;

si G et G' sont affines d'algébres affines B et B' , GxG' est affine,
d'algébre affine B®kB' ; on voit que le coproduit AB@B' : BgB' - B®B'® B&B'
est le composé
AR® AR id_®t®id_,
B®B' BB B®B®B'®B' B B B®B'® B&B'
oli t : B®B' -» B'®B est définie par t(f®f') = f'®f ;

s plus généralement, si G , G' et H sont trois k-foncteurs en groupes et
si o : G- H et § :G' - H sont des morphismes de k-foncteurs en
groupes, le produit fibré GxHG' est le k-foncteur en groupes défini par
(G xHG')(R) = G(R) XH(R) G'(R) , pour tout k-anneau R ; si G , G' et H
sont affines, il en est de méme de G Xn G' et son algébre affine s'iden-

tifie & ©@G) ) ol(G")

&(H

2.5. Si G = SpkB est un k-groupe affine, on voit que G est commuatif
(i.e., pour tout k-anneau R , G(R) est un groupe abélien) si et seulement

si la bigébre B est "co-commutative",i.e. si l'image par de tout élé-

bp
ment de B est un tenseur symétrique, ou encore si B vérifie 1'axiome
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(B,) (commutativité) le diagramme

4
B®kB

AV \
A
3 B

(o t(f®g) = g®f) est commutatif.

B®kB

Dans toute la suite de ce mémoire, tous les k-foncteurs en groupes

considérés (et, par conséquent, tous les k-groupes affines) sont supposés com-

mutatifs, et le mot "commutatif" sera sous-entendu. De méme, par k-bigébre
mutatils par k-pblgebre

nous entendons désormais k-big@bre co-commutative. Pour tout k-foncteur en

groupes G , nous notons additivement le groupe abélien G(R)

On voit immédiatement que les catégories des k-foncteurs en groupes,
des k-groupes affines et des k-bigébres sont additives. La premiére d'entre
elles est abélienne, mais les deux autres (qui sont anti-é&quivalentes) ne le

sont pas en général (cf. §6).

§ 3.~ Anneaux et modules profinis.

Les résultats de ce paragraphe sont énoncés sans démonstration et sont
empruntés, pour l'essentiel a [28], chap. 0, n°7.1 et 7.7 (pour les n°3.1 et
3.2) et a4 [13], exposé VIIy, §0 (pour les n° suivants ; voir aussi [26],

p.390 et suivantes, et [14], chap. V, §2).

Dans ce paragraphe, tous les anneaux sont supposés commutatifs.

3.1. On dit gqu'un anneau topologique A est linéairement topologisé s'il

existe un systéme fondamental de voisinages de 0 formé d'idéaux (ceux-ci

sont alors ouverts).

Si A est un anneau lindairement topologiqé, on note ,QA 1l'ensemble
des idéaux ouverts de A et A le séparé complété de A ; on voit que A

s'identifie & lim A/a , chaque quotient étant muni de la topologie discréte
-
acQ
A

et que A est lui-méme un anneau linéairement topologisé.

Si. A est un anneau topologique, on appelle A-anneau topologique la

donnée d'un couple (B,ig) olt B est un anneau topologique et iB :A->B
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un homomorphisme continu. Par abus de langage, on parle du A-anneau topolo-

gique B , l'application iB étant sous-entendue.

Si A est un anneau linéairement topologisé, un A-anneau linéairement

topologisé est donc un couple (B,iB) ol B est un anneau linéairement to-

pologisé et iB : A - B un homomorphisme continu.
Si A est un anneau linéairement topologisé et si M est un A-module

topologique, on dit que M est linéairement topologisé s'il existe un systéme

fondamental de voisinages de 0 formé de sous-modules (ceux-ci sont alors

ouverts).

Si M est un A-module linéairement topologisé, on note l'ensem-

Mv

ble des sous-modules ouverts de M et M le séparé complété de M ; on

voit que M s'identifie a 1412 M/N , chaque quotient M/N 4étant muni de
NEAM

la topologie discréte, et que M a une structure naturelle de A-module li-

néairement topologisé.

3.2. Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet, et soient
M et N deux A-modules linéairement topologisés, séparés et complets. Le

produit tensoriel M®AN peut é&tre considéré comme un A-module linéairement

topologisé en prenant comme systéme fondamental de voisinages de 0 les sous-

dul de la f ! + ! ! !
modules de la forme Im(M ®AN) Im(M®AN) , pour M' ¢ My et N'E¢ Ay

On appelle cette topologie le produit tensoriel des topologies de M et de N,

et on note M®AN le séparé complété de M®AN pour cette topologie. On
voit facilement que MéAN s'identifie & IE(M/M') ®A/a (N/N') , pour
QEQA , M‘EAM R N'E/\N tels que gM c M' et oN © N' , chaque quotient

étant muni de la topologie discréte.

Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet et soit
M, N, M' , N' quatre A;modules linéairement topologisés, séparés et
complets, Si u: M- M et v : N - N' sont des applications A-linéaires
continues, il est clair que l'application u®v définit par passage aux pro-
duits tensoriels complétés une application A-linéaire continue de MéAN dans

M! é)AN' : on la note u®v .

On définit de la méme maniére le produit tensoriel complété d'un nombre

fini quelconque de A-modules linéairement topologisés . Les propriétés usuelles

25



GROUPES p-DIVISIBLES

d'associativité et commutativité sont vérifiées.

Si B et C sont deux A-anneaux linéairement topologisés, séparés et

complets, on voit que la topologie du produit tensoriel sur B®AC admet un

systéme fondamental de voisinages de 0 formé des idéaux Im(b ®A C) +Im(B®, c),

A
pour b € QB et ceQC . On en déduit que B ®AC peut étre considéré comme

un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. Les applications

b~ b®l et c~—1®c de B et C dans B®AC induisent des applications
continues de B et C dans Bé)AC . On voit que celles-ci permettent de
considérer BéAC comme "la" somme directe de B et C dans la catégorie

des A-anneaux linéairement topologisés, séparés et complets.

3.3. On appelle anneau pseudo-compact tout anneau linéairement topologisé,

séparé et complet, A , tel que, pour tout g€, , l'anneau A/q est arti-

. A
nien.

Les anneaux pseudo-compacts forment une sous-catégorie pleine de la
catégorie des anneaux linéairement topologisés, séparés et complets. Si A
est un anneau pseudo-compact, on voit que tout idéal ouvert de A est fer-
mé et que l'adhérence § d'un idéal quelconque ¢ de A est l'intersection
des idéaux ouverts qui contiennent o . Notons gth l'ensemble des idéaux
maximaux ouverts de A et, pour tout m € zmA , bosons Am = lim (A/a)m/a ,
pour tous les idéaux ouverts g de A contenus dans m . On voit facile-
ment que chaque Am est un anneau local pseudo-compact et que A s'iden-
tifie & H;E'g[n Am

A

Nous notons r le radical de Jacobson de A . C'est un idéal fermé

A
qui est l'intersection des idéaux maximaux ouverts de A ; c'est aussi l'ensem-
ble des x€A qui sont topologiquement nilpotents. Soit x€A et soit, pour
tout mEEUtA . Xm la projection de x sur Am ; on voit que x¢€ fa si et
seulement si chaque X est dans l'idéal maximal de Am . Enfin, si 1'on
note km le corps résiduel de Am , 11 est clair que A/rA s'identifie a
mgt Ky -

A
3.4. Dans toute la suite de ce paragraphe, on désigne par k un anneau

pseudo-compact.
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On appelle k-module pro-artinien (resp. k-module profini) tout k-module

linéairement topologisé, séparé et complet tel que, pour tout M'¢ AM . le
quotient M/M' est un k-module artinien (resp. de longueur finie). Les k-
modules pro-artiniens forment une catégorie, avec comme fléches les applica-

tions k-linéaires continues.

Si M est un k-module pro-artinien et si M' est un sous-module fer-
mé, M' et M/M' , munis de la topologie induite, sont des k-modules pro-
artiniens. De plus, si u: M - N est un morphisme de k-modules pro-
artiniens, l'image (ensembliste) de u est un sous-k-module fermé de N
On en déduit que la catégorie des k-modules pro-artiniens est abélienne et on
voit que la catégorie des k-modules profinis en est une sous-catégorie épaisse

(elle est donc aussi abélienne).

Si (Mi)iel est un systéme projectif de k-modules pro-artiniens (resp.
profinis), la limite projective des M, (dans la catégorie des k-modules),

munie de la topologie de la limite projective, est un k-module pro-artinien
(resp. profini) et s'identifie & la limite projective des Mi dans la catégorie

des k-modules pro-artiniens.

Si de plus I est un ensemble ordonné filtrant, le foncteur Llﬂl est
iel

exact. En particulier, si (Mi) est un systéme projectif filtrant de k-modu-

iel
les pro-artiniens, et si les applications de transition sont surjectives, l'ap-
plication canonique de L].I_‘ﬂ Mi dans chaque Mi est surjective.
iel

Si M et N sont deux k-modules pro-artiniens (resp. profinis), il en
est de méme du produit tensoriel complété MéAN . En outre, le produit
tensoriel complété est exact a droite et commute aux produits infinis. En par-
ticulier, si k = ﬂ k , tout k-module pro-artinien M s'identifie au pro-

m €M "

duit T M de ses composantes locales M, = kmék M .

mEimk

Nous appelons k-module fini tout k-module profini qui est de longueur

finie. Si M est un k-module fini, la topologie de M est donc la topologie
discréte. Si M est un k-module fini et si N est un k-module profini, on

voit que l'application canonique de M@, N dans I\/IékN est bijective.

Dans le cas ol k est un produit fini d'anneaux locaux ncethériens
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(nécessairement séparés et complets), tout idéal de k est fermé et tout k-
module, muni de la topologie discréte, devient un k-module topologique. lLes
k-modules finis ne sont alors rien d'autre que les k-modules de longueur finie

munis de la topologie discréte.

I
3.5. Pour tout ensemble I , le k-module k™ , muni de la topologie produit
est un k-module profini. On dit qu'un k-module profini M est topologique-
ment libre s'il est isomorphe & un module de la forme kI . On voit qu'il re-

vient au méme de dire qu'il existe une famille d'éléments de M tels

(ei)ieI
que

8 d'une part, pour tout M‘E/\M , presque tous les ei sont dans M' ;

g d'autre part, tout élément de M s'écrit d'une maniére et d'une seule
sous la forme 2 aiei , avec les a, dans k
iel

Une telle famille (e,) est appelée une base topologique de M

i‘iel

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1. - Soit P wun k-module profini. Les assertions suivantes

sont équivalentes

i) le k-module P est projectif ;
ii) le foncteur M ~ MékP (de la catégorie des k-modules profinis
dans elle-méme) est exact ;

iii) pour tout idéal maximal ouvert m de k , la composante locale

P =k ékP de P est un k -module topologiquement libre.
m m m

On appelle k-module topologiquement plat tout k-module profini vérifiant

les conditions équivalentes de la proposition 3.1.

3.6. Si N est un k-module (sans topologie), nous notons N' le k-module
topologique des applications linéaires de N dans k (la topologie étant celle
de la convergence simple). Il est clair que 1'on peut considérer la correspon-
dance N =~ N' comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-modu-

les dans celle des k-modules topologiques.

De méme, si M est un k-module topologique, nous notons M¥* le k-

module des applications linéaires continues de M dans k . La correspondan-
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ce M ~ M¥ est, ici encore, fonctorielle.

Lorsque k est artinien (en particulier lorsque k est un corps), on
voit que M +~ M?¥* induit une anti-équivalence entre la catégorie des k-
modules profinis projectifs (resp. topologiquement libres) et celle des k-modu-
les projectifs (resp. libres), et que N +— N' est un quasi-inverse de M — M¥,
Si N est un k-module libre et si (e,), est une base de N , on voit que

i'iel
les e'i , définis par e'i(ej) = 61 j forment une base topologique de N' ; on

7

1'appelle la base duale de celle des ei et réciproquement.

Toujours lorsque k est artinien, on voit que, si M et P sont des
k-modules profinis et si P est projectif, les k-modules (M ék P)¥* et
M* ®k P* sont isomorphes. De méme, si N et Q sont des k-modules et si

Q est projectif, (N®k Q) et N' ék Q' sont isomorphes.

3.7. On appelle k-anneau profini tout k-anneau topologique dont le k-module

sous-jacent est profini.

Si A est un k-anneau profini et si N est un sous-k-module de A ,
on montre qu'il existe un idéal ouvert g de A contenu dans N . On en

déduit que A est un anneau pseudo-compact.

La catégorie des k-anneaux profinis (les fléches sont les homomorphismes

continus de k-anneaux) admet des limites projectives : si (Ai)iel est un sys-

téme projectif de k-anneaux profinis, le k-module sous-jacent a la limite pro-
jective des Ai est la limite projective des k-modules sous-jacents et la

structure d'anneau est évidente.

Cette catégorie admet aussi des limites inductives finies. En particulier :

‘m si A et B sont deux k-anneaux profinis, il en est de méme de A® B et

. k
Aék B s'identifie & la somme directe de A et de B ;
s plus généralement, si A , B et C sont trois k-anneaux profinis et si
€ :C->A et n:C-B sontdes morphismes de k-anneaux profinis, la
somme amalgamée de A et de B au-dessous de C s'identifie au k-

anneau profini A éC B

On appelle k-anneau fini tout k-anneau profini dont le k-module sous-

jacent est de longueur finie. Dans le cas ot k est un produit fini d'anneaux
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locaux ncethériens, un k-anneau fini n'est rien d'autre qu'un k-anneau artinien

muni de la topologie discréte.

§4.- Schémas formels.

Dans tout ce paragraphe, k désigne un anneau commutatif pseudo-

compact.

4,1. On appelle k-foncteur formel tout foncteur covariant de la catégorie des

k-anneaux finis dans celle des ensembles.

Comme les k-foncteurs (cf. §1) les k-foncteurs formels forment une

-catégorie.

Soit X un k-foncteur formel. Pour tout k-anneau profini R , on pose

XR) = lim X(R/a) . Il est clair que 1l'on a ainsi prolongé X en un foncteur

aEQR

covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des ensembles. On
voit facilement que le foncteur ainsi défini commute aux limites projectives

filtrantes. Il suffit en effet de le montrer lorsque (R,) est un systéme pro-

i"iel
jectif filtrant de k-anneaux finis. Soit, pour tout couple i< j d'éléments de

I, fij : RJ.—»Ri 1'application de transition. Pour tout 1 , soit
R'i =N fi.(R.) . Comme R, est un k-anneau fini, il existe iy €1 tel que
j=i
R'i = fij (Rj ) ; on en déduit que l'application évidente de lim X(R'i) dans
i

lim X(Ri) est une bijection. S8i R = lim Ri , on a aussi R = lim R'i et
l'application canonique R - R'i est surjective (cf. n°3.4) ; soit o, son
novau ; on voit que l'ensemble des o, est cofinal dans l'ensemble des

idéaux ouverts de R et on en déduit que X(R) = 1<iln X(R/q) s'identifie &
l_iln X(R'i) aEQR

Aussi, dans toute la suite, un k-foncteur formel sera considéré aussi
bien comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux finis dans les ensembles
que comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux profinis dans les ensem-

bles, qui_commute aux limites projectives filtrantes.
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4.2, Si A est un k-anneau profini, on note Spka le k-foncteur formel dé-

fini par :

® pour tout k-anneau fini R , Spf AR) = Homcom(A,R) , ensemble des mor-

k k
phismes (de. k-anneaux profinis) de A dans R :

® pour tout morphisme de k-anneaux finis § : R - S , Spf A(§) est l'ap-

k
plication qui, &8 x : A - R , associe §.x : A - S
De la méme maniére qu'au n°1.3, on voit que l'on peut considérer Spfk
comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans

celle des k-foncteurs formels.

S
BBy :
A = lim Ai , un raisonnement analogue & celui fait au n°4.1 montre que, pour

est un systéme projectif filtrant de k-anneaux finis et si

tout k-anneau fini R , Spka(R) = lim Spf Ai(R) , autrement dit que

k
Spka = lim Spkai .
Soient A et R deux k-anneaux profinis. Il est clair que
. cont . e s cont
Spka(R) = lim Homk (A,R/a) s'identifie & l'ensemble Homk (A,R) des

aEQR
morphisme (de k-anneaux profinis) de A dans R . On prendra garde toute-
fois que, si R n'est pas un k-anneau fini et si A = lim Ai . Spfk A(R) ne

s'identifie pas en général a lim Spkai(R)

4.3. Si X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau fini, il existe
une bijection naturelle entre l'ensemble Homk_ff(Spka,X) des morphismes de
k-foncteurs formels de Spka dans X et l'ensemble X(A) (lemme de

Yoneda). Celle-ci se construit comme au n°1l.4.

Si maintenant X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau

profini, on a Homk_ff(Spka,X) = Hom(lim Spfk(A/a),X) = lim Hom(Spfk(A/q X).
a€f)
A

Ce dernier ensemble s'identifie, par le lemme de Yoneda, & lim X(A/q) = X(4)

et on a encore une bijection entre Homk_ff(Spka,X) et X(A) . En particulier
si A et B sont des k-anneaux profinis, on a une bijection entre

cont ,
Homk_ff(Spka,Spka) et Hornk (A,B) ; autrement dit, le foncteur Spfk est

pleinement fidéle.
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~

4.4. Tout k-foncteur X définit, par. restriction & la catégorie des k-anneaux

finis, un k-foncteur formel noté X (on a donc X(R) = X(R) pour tout k-anneau

fini R) et appelé le complété formel de X .

Par exemple, le complété formel ]Sk de la droite affine Dk est défini

par ka(R) = R , pour tout k-anneau fini R , et les fléches évidentes (dans

ce cas particulier, on voit que l'on a aussi Dk(R) = R , pour tout k-anneau

profini R). On prendra garde de ne pas confondre f)k avec la "droite for-

melle" qui est le k-foncteur formel ]5]2 qui associe a tout k-anneau fini son
radical.

4.5. Si X est un k-foncteur formel, on note O}i(X) ou; plus simplement,
(}f(X) 1'algébre affine de X . En tant qu'ensemble, @f(X) est l'ensemble
des morphismes du k-foncteur formel X dans Bk . Un élément f de @f(X)
est donc une famille d'applications fR : X(R) = R, pour tout k-anneau fini R,
variant fonctoriellement en R . La structure d'anneau sur @f(X) est définie
comme au n°1.5. La topologie est celle de la convergence simple. Autrement

dit, pour tout k-anneau fini R et tout x ¢ X(R) , soit 1'application

®
de of(X) dans R définie par v, R(f) = fR(x) ; la topoloz:l(i’eR de @f(X) est
la topologie la moins fine rendant téutes ces applications continues. Il est
clair que @f(X) est ainsi un anneau linéairement topologisé dont les idéaux
ouverts sont les idéaux qui contiennent une intersection finié d'idéaux de la
forme ker ch'R . On voit que Gf(X) est séparé et complet pour cette topo-
logie ; comme chaque quotient Of(X)/ker @ R est un k-anneau fini, Of(X)

est bien un k-anneau profini.

Ici encore, il y a un morphisme cancnique ¢ oX) , défini

X k
comme au n°1l.5, la correspondance X — 3(X) peut étre considérée comme un

: X - Spf

foncteur contravariant (}i

des k-anneaux profinis et, si ® : X - Y est un morphisme de k-foncteurs

de la catégorie des k-foncteurs formels dans celle

formels, le diagramme

Q-
X —F—spr 0 ()

RS

f
Spfk@k (ep)

Q.
y — ¥ Spfkof(Y)

est commutatif.
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4.6. On dit qu'un k-foncteur formel X est un k-schéma formel (ou un schéma
formel sur k) s'il existe un k-anneau profini A tel que X = Spka . Comme

Spka = lim Spf, (3/a) , il revient au méme de dire que X est limite induc-

aEQA

tive filtrante de k-foncteurs formels représentables.

k

On voit immédiatement qu'un k-foncteur formel X est un k-schéma for-

f
mel si et seulement si la fléche canonique o, : X - Spfkc} (X) est un isomor-

X
phisme. On voit également que

8 le foncteur Spfk induit une anti-équivalence entre la catégorie des k-
anneaux profinis et celle des k-schémas formels (i.e. la sous-catégorie
pleine de la catégorie des k-foncteurs formels dont les objets sont les k-

schémas formels) ;

m si X est un k-foncteur formel et si Y est un k-schéma formel, tout
morphisme ¢ : X - Y se factorise, de maniére unique, & travers le mor-

phisme canonique q. : X - Spkaf(X)

X

4.7. On peut caractériser les k-schémas formels parmi les k-foncteurs formels

de la maniére suivante

PROPOSITION 4.1. - Un k-foncteur formel est un schéma formel si et seule-

ment s'il est exact & gauche.

Il est clair que la condition est nécessaire. Indiquons pourquoi elle est
suffisante : soit X un k-foncteur formel exact & gauche. Si R est un k-
anneau fini et si R' est un sous-k-anneau de R , R' s'identifie &

R XR R' et l'application canonique X(R') —» X(R) est injective et nous permet

d'identifier X(R') & un sous-ensemble de X(R) . Si R1 et R2 sont deux

sous-k-anneaux d'un k-anneau fini R , RlﬂR2 s'identifie a R1 xR R2 et
on a donc X(RlﬂRZ) = X(Rl)nX(Rz) . A tout k-anneau fini R , et & tout

x € X(R) , on peut donc associer le plus petit sous-k-anneau RX de R tel
que xeX(RX) ; c'est l'intersection des sous-k-anneaux R' de R tels que

x € X(R")

Appelons couple minimal tout couple (R,x) formé d'un k-anneau fini R
et d'un élément x € X(R) tel que RX = R . Les couples minimaux forment

une catégorie, une fléche € : (R,x) -» (R',y) étant un morphisme de k-anneaux
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finis de R dans R' tel que X(E&)(x) =y

On voit que cette catégorie est "filtrante a gauche" : si (R,x) et
(R',y) sont deux couples minimaux, il est clair que ((RXR')(X'y),(X,Y)) est
un couple minimal qui s'envoie & la fois sur (R,x) et sur (R',y) . On voit
que l'on peut parler du k-anneau profini A = l<i£n R , pour (R,x) parcourant

les couples minimaux.
On a un morphisme f : X - X' = Spka défini par :

® pour tout k-anneau fini R , fR : X(R) » X'(R) est l'application qui &

x € X(R) associe l'application composée

A can. R incl. R
X

et on vérifie facilement que f est un isomorphisme.

4.8. Soit X un k-schéma affine et soit A = (X) son algébre affine. Il
est clair que le complété formel X de X est un k-schéma formel ; on voit
que @f(}A{) s'identifie & A = l_iln A/a , pour o parcourant les idéaux de A
tels que le quotient A/q , muni de la topologie discréte, soit un k-anneau

fini. Nous appelons A la complétion profinie de A

De méme, soit A un k-anneau linéairement topologisé et soit X le
k~foncteur formel défini par X(R) = Homiont(A,R) , pour tout k-anneau fini R;
il est clair que X est un k-schéma formel et on voit que son algébre affine
s'identifie & A = lim A/a , pour g parcourant les idéaux ouverts de A de

codimension finie. Nous appelons encore A la complétion profinie de A .

Appelons k-schéma fini tout k-foncteur formel qui est représentable, au-
trement dit tout k-schéma formel dont 1'algébre affine est un k-anneau fini.
Les k-schémas finis forment une sous-catégorie pleine de la catégorie des k-
schémas formels. Dans le cas ot k est un produit fini d'anneaux locaux
noethériens, tout k-anneau artinien, muni de la topologie discréte est un k-
anneau fini (autrement dit on a A=A , pour tout k-anneau fini A ) et la ca-
tégorie des k-schémas finis s'identifie aussi & une sous-catégorie pleine de

la catégorie des k-schémas affines.

4.9, La catégorie des k-foncteurs formels a des limites inductives. Une li-

mite inductive de k-schémas formels est encore un k-schéma formel et son
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s

algébre affine s'identifie & la limite projective des algébres affines.

La catégorie des k-foncteurs formels a aussi des limites projectives. Une
limite projective finie de k-schémas formels est encore un k-schéma formel.

Par exemple

m si X et Y sont deux k-schémas formels, l'algébre affine de XxY s'iden-
tifie & o (X) & oHY) ;
® plus généralement, si ¢ : X - Z et (| :Y - Z sont des morphismes de
de k-schémas formels, l'algébre affine de X XZY s'identifie a
d0é, oW
o (2)

4.10. Soit k' un k-anneau fini. Si R est un k'-anneau fini, le k-anneau

R[k] déduit de R par restriction des scalaires est un k-anneau fini. Ceci
permet de définir un foncteur changement de base X +— Xk' , comme au n°1.8.
Si X est un k-schéma formel, on voit que Xk' est un k'-schéma formel
dont 1'algébre affine s'identifie & k' ® (}f(X) = k' ék (}f(X)

Soit maintenant k' un anneau pseudo-compact et € : k - k' un homo-
morphisme continu. On voit que & munit k' d'une structure de k'-anneau
linéairement topologisé et que, si A est un k-anneau profini, k' ék A est
un k'-anneau profini. Si X est un k-schéma formel, on note Xk' , le k'-
schéma formel Spfk,(k' ék (}f(X)) ; dans le cas ol k' est un k-anneau fini,

les deux définitions de Xk' coincident.

§5.- Groupes formels et dualité de Cartier.

5.1, Soit k un anneau commutatif pseudo-compact.

On appelle k-foncteur en groupes formels (sous-entendu commutatif) tout

objet en groupes abéliens dans la catégorie des k-foncteurs formels. Il revient
au méme de dire gu'un k-foncteur en groupés formels est un foncteur covariant
de la catégorie des k-anneaux finis dans celle des groupes abéliens. Tout k-
foncteur en groupes formels G se prolonge, de maniére unique, en un fonc-
teur covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des groupes

abéliens, qui commute aux limites projectives filtrantes, en posant,
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G(R) = lim G(R/a) , pour tout k-anneau profini R .

aGQR

On appelle k-schéma en groupes formels (sous-entendu commutatif) ou,

plus simplement, k-groupe formel, ou

groupe formel sur k

’

tout k-foncteur

en groupes formels dont le k-foncteur formel sous-jacent est un k-schéma for-

mel.

On appelle k-bigébre formelle (sous-entendu co-commutative) la donnée

d'un couple (B,AB) ol B est un k-anneau profini et ol bg BB ék B

est un morphisme de k-anneaux profinis satisfaisant les quatre axiomes suivants:

(Bf ) le diagramme
1 : AB

——— BB

est commutatif ;

(sz) il existe un morphisme de k-anneaux profinis €5
-diagramme
id_®e
A B&®B B B B®k
. "B~ idg lglz
AB\\ ) { P
B®B ~3 k®B
eg®1%
est commutatif ;
(Bg) il existe un endomorphisme o du k-anneau profini
gramme o
id;®0 R
- B®B B B B&B .
AV \\piodmt
€ i
B B k B — B
\ . N produit
BB “pgp — B&®B
v op®i%
est commutatif ;
(Bfl) le diagramme
B&B
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(ou t(f®g) = g®f) est commutatif.

5.2. On adopte la méme terminologie qu'au n®°2.3 ; en particulier, si B est
une k-bigébre formelle, B s'écrit B = keaB+ , avec Bt 1'idéal d'augmenta-
tion. Ici encore, si f€B , on pose o&f = 1&f - ABf+f®1 : si f€B, alors
5f ¢ BT @B" .

De la méme maniére qu'au paragraphe 2, on voit que les k-foncteurs en
groupes formels, les k-groupes formels et les k-bigébres formelles forment
trois catégories additives. La deuxiéme est une sous-catégorie pleine de la
premiére et le foncteur Spfk induit une anti-équivalence entre la troisiéme et

la seconde, le foncteur Ofk étant un quasi-inverse.

5.3. Nous disons qu'une k-bigébre formelle est topologiquement plate si le

k-module profini sous-jacent est topologiquement plat, i.e. projectif. Nous

disons qu'un k-groupe formel est topologiquement plat si son algébre affine

l'est.

De méme, si k' est un anneau commutatif quelconque, nous disons
gu'une k'-bigébre est plate si le k'—zﬁodule sous-jacent est plat ; nous disons
gu'un k'-groupe affine est plat si son algébre affine l'est ; dans le cas ou k'
est artinien, il revient au méme de dire que l'algébre affine est un k'-module

projectif.

5.4. Soit maintenant k un anneau commutatif artinien.

Soit B une k-bigébre formelle topologiquement plate. Alors (cf. n°3.6)

le k-module B' des applications linéaires continues de B dans k est pro-

‘jectif, donc plat. Par transposition, le coproduit A, : B - B®B définit une

B
application Alla : (BéB)' ~ B'@B' - B' qui munit B' d'une structure de k-

anneau. Soit . : B®B — B l'application définie par nB(féJg) = fg ; elle in-

duit une applica?ion 1’r1‘3 : B - (B&B)' ~B'®B' , i.e. un coproduit. On vérifie
que l'on a ainsi muni B' d'une structure de k-bigébre. Il est clair que la
correspondance B — B' définit en fait un foncteur contravariant de la catégo-
rie des k-bigébres formelles topologiquement plates dans celle des k-bigébres

plates.

Si G est un k-groupe formel topologiquement plat, et si B est son
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algébre affine, nous notons ID(G) et appelons dual de Cartier de G le k-

groupe affine SpkB' . Il est clair que la correspdndance G — D(G) définit
un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes formels topologiquement

plats dans celle des k-groupes affines plats.

Si C est une k-bigébre plate, on munit de la méme maniére le k-mo-
dule topologique C¥* des applications linéaires de C dans k d'une struc-
ture de k-bigébre formelle topologiquement plate. Si H est un k-groupe affine

plat d'algébre affine C , nous notons D(H) et appelons dual de Cartier de

~

H le k-groupe formel Spka* . Il est clair que l'on peut considérer DD
comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes affines plats

dans celle des k-groupes formels topologiquement plats.

On voit immédiatement que le foncteur D induit en fait une anti-
équivalence entre la catégorie des k-groupes formels topologiquement plats et

~

celle des k-groupes affines plats et que ID est un quasi-inverse.

Dans le cas particulier ot k est un corps, on a ainsi obtenu une anti-
équivalence entre la catégorie des k-groupes formels et celle des k-groupes

affines.

5.5. Soit maintenant k un anneau commutatif ncethérien.

Tout k-module de type fini est alors de présentation finie. On en déduit
(cf. [4]1, chap.II, §3) qu'un k-module de type fini est plat si et seulement
s'il est projectif, ou encore si et seulement s'il est localement libre. En par-

ticulier, le dual d'un k-module plat de type fini est encore plat de type fini.

On appelle k-groupe fini tout k-groupe affine dont 1'algébre affine est

un k-module de type fini.

On peut définir, exactement comme au n° précédent, une dualité de la
catégorie des k-groupes finis et plats dans elle-méme. On note encore D(G)

et on appelle encore dual de Cartier de G le dual d'un k-groupe fini et plat

ainsi construit. Il est clair que D(D(G)) s'identifie canoniquement & G

Soit G un k-groupe fini et plat et soit B son algébre affine. Soit B'
la bigébre duale. Pour tout k-anneau R Il'ensemble sous-jacent & D(G)R)
est formé des homomorphismes du k-anneau B' dans R et c'est un sous-

ensemble du k-module des applications k-linéaires de B' dans R . Comme
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ce dernier est canoniquement isomorphe & B ®k R , D(G)(R) s'identifie & un
sous-ensemble de B 8 R . On vérifie facilement que, dans cette identifica-
tion, D(G)(R) est formé des ¢ vérifiant Aq = a®a et ex =1 (on a
noté A : B = R - (B ®k R) = (B ®k R) [l'application qui prolonge le coproduit

A :B - B ®I< B et ¢ :B ®k R - R l'application qui prolonge 1'augmentation

¢ : B~ k) et que la loi de groupe est induite par la multiplication dans 1'an-

neau. Il résulte alors du lemme de Yoneda que IDID(G)(R) n'est autre que le

groupe MOF(GR:MR) des morphismes dans la catégorie des R-foncteurs en
groupes (ou des R-groupes affines) de GR dans Mg (on désigne par MR le
groupe multiplicatif sur R , 1i.e. on a pR(S) = S¥ , groupe multiplicatif des

éléments inversibles du R-anneau S ; c'est un R-groupe affine, dont 1'algébre

affine s'identifie & R[X,X_l] ).

Si maintenant k est un anneau commutatif noethérien pseudo-compact,
il est clair que toute k-algébre qui est un k-module de type fini peut &tre
considérée comme une k-algébre profinie. Ceci permet de considérer la catégo-
rie des k-groupes finis et plats comme une sous-catégorie pleine aussi bien
de la catégorie des k-groupes affines que de celle des k-groupes formels. Il

est clair que les notions de dualité définies au n°5.4 et dans ce n° coincident.

§ 6.- Noyvaux et conovyaux.

6.1. Soit k un anneau commutatif.

On sait (n°2.5) que la catégorie des k-foncteurs en groupes (commutatifs)
est abélienne. Soit ¢ : G - H un morphisme de k-groupes affines et soit N
le noyau de ¢ dans la catégorie des k-foncteurs en groupes (pour tout k-
anneau R , N(R) est donc le noyau de PR GR) - H(R)). Soit B (resp.
C) l'algébre affine de G (resp. H) et soit ¢* : C - B le morphisme
correspondant & ¢ . Soit C+ 1'idéal d'augmentation de C . Il est clair que
N(R) s'identifie au sous-groupe de G(R) formé des u : B - R tels que
©(C*) < ker u . En tant qu'ensemble, N(R) s'identifie donc & l'ensemble des
homomorphismes du k-anneau B/Bcp*(C"') dans R et N est un k-groupe
affine. C'est donc aussi le noyau de ¢ dans la catégorie des k-groupes af-

fines.
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On voit, de la méme maniére, que, si k est un anneau commutatif
pseudo-compact, la catégorie des k-groupes formels a des noyaux. Si
ﬁp : G - H est un morphisme de k-groupes formels, le noyau N de o ,
dans la catégorie des k-groupes formels, est le noyau de o dans la catégo-
rie des k-foncteurs en groupes formels. Si B (resp.C) est 1l'algébre affine
de G (resp.H) et si ¢* : C - B est le morphisme correspondant & o ,
1'algébre affine de N s'identifie au quotient de B par 1l'adhérence de 1'i-

déal de B engendré par cp*(C+)

Remarque : en revanche, si ¢ : G - H est un morphisme de k-groupes af-
fines (resp. formels), il n'est pas vrai en général que le conoyau de ¢ dans
la catégorie des k-foncteurs en groupes (resp. formels) est un k-groupe affine

(resp. formel).

Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que k est un corps.

6.2. Si B et B' sont deux k-espaces vectoriels profinis (i.e. des k-espaces
vectoriels topologiques, topologiquement libres) et si C (resp. C') est un
sous-espace vectoriel fermé de B (resp. B') , on voit que Cék C' s'iden-
tifie canoniquement & un sous-espace vectoriel fermé de BékB'

Si B est une k-bigébre formelle, nous appelons sous-k-bigébre formelle

de B tout sous-k-anneau fermé C de B tel que cB(C) c C et

AB(C) c C®C . Il est clair que AB induit alors une structure de k-bigébre

formelle sur C
Soit B une k-bigébre formelle et soit A une partie fermée de B
contenant k . L'ensemble des sous-k-bigébres formelles de B contenues

dans A est non vide (il contient k) et il est clair que la réunion b_(A)

B
des sous k-bigébres formelles de B contenues dans A est encore une sous-—

k-bigébre formelle.

Soit alors o© : G - H un morpﬁisme de k-groupes formels. Soit B
(resp. C) l'algébre affine de G (resp. H) et soit ¢* : C - B le morphisme
correspondant & ¢ . Soit o l'idéal fermé de C , noyau de o* . Si
¢ : H - H' est un morphisme de k-groupes formels correspondant & un mor-
phisme q;* : C' - C de k-bigébres formelles, on voit que (oo = 0 si et

seulement si {*(C') est contenu dans k@a . Il est clair que {*(C') est
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une sous-k-bigébre formelle de C . On voit donc que o = 0 si et seu-
lement si *(C') bc(kéBa) . On en déduit que ¢ admet un conoyau J et
que l'algébre affine de J s'identifie & bc(keaa)

On définit de la méme maniére la notion de sous-k-bigébre d'une k-
bigébre. Si B est une k-bigébre et si A est une partie de B contenant k,
on peut encore parler de la plus grande sous-k-bigébre bB(A) de B contenue
dans A . On montre de la méme fagon que la catégorie des k-groupes affines

admet des conoyaux.

6.3. PROPOSITION 6.1.- Soit ¢ : G - H un_morphisme de k-groupes affines

(resp. formels) et soit C 1'algébre affine de H . L'algébre affine du conoyau

de o , dans la catégorie des k-groupes affines (resp. formels), s'identifie au

sous-anneau de C formé des f tels que, pour tout k-anneau (resp. tout k-

anneau fini) R , tout ue HR) et tout ve GR) , on ait fR(u+ch(v)) =f (u).

R
Démonstration : la démonstration est la méme dans les deux cas. Sup-

posons, par exemple, que G et H sont des k-groupes formels.

Soit J le conoyau de ¢ et soit B (resp. E) l'algébre affine de G
(resp. J). Notons 1 : C » B le morphisme de k-bigébres formelles correspon-
dant & ¢ . Le morphisme Dfp) : D(H) - ID(G) des k-groupes affines duaux
correspond & un morphisme ' :B' - C' des k-bigébres duales. Il est clair
que la bigébre duale E' de E s'identifie a l'algébre affine du noyau de
D(p) . Soit F la sous-k-bigébre n'(B') de C' . Il résulte du n°6.1 que
E' s'identifie au quotient de C' par 1'idéal p» de C' engendré par P+ ;
par conséquent, E s'identifie & l'orthogonal de b dans C . Autrement dit,

E = ;fec | (xy+)(f) = 0 pour x€C', y+e F+€ . Par définition du produit dans

‘C' , on a encore, E = 3fEC \ (xeyT)(Af) = 0 pour x€C' , Y+EF+2 , en

notant A le coproduit dans C

L'élément-unité de C' n'est autre que l'augmentation eC de C et
2 . +
on voit que tout y € F s'écrit sous la forme vy = y(l)eC +y+ , avec y+EF .

On a donc, pour x¢C' , yveF ,

xey)(af) = xev(l)e)(af) + x®yh)(f) = x(f)y(1) + (x@y ") (af)
= (xoy)(E®1) + xeyh(af)

~——

On voit donc que E = feC ‘ (x®y)(Af—fé1) 0 si xeC' , yEF% , i.e.
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que E est formé des fe C tels que Af -f®1  appartient a 1l'orthogonal
(C'®F)'L de C'@F dans C®C ; sion désigne par o le noyau de n ,
on voit que (C'@F)* n'est autre que Cg@gq . On en déduit que

E = {fcC | M-f&1 € C&q)

Il est immédiat que la condition Af -f&1 € C®a équivaut a
fR(u +ch(v)) = fR(u) , pour tout k-anneau fini R , tout u € H(R) et tout
v ¢ G(R)

Remargue : on voit que la proposition 6.1 revient a dire que l'algébre affine
du conoyau de ¢ , dans la catégorie des k-groupes affines (resp. formels),
s'identifie & l'algébre affine du conoyau de ¢ dans la catégorie des k-

foncteurs en groupes (resp. formels).

6.4. PROPOSITION 6.2.- Soit B wune k-bigébre (resp. k-bigébre formelle)

et soit C une sous-k-bigdbre (resp. formelle) de B . Alors

i) 1l'algébre B®CB (resp. B®CB) est un B-module libre (resp. topolo-

giquement libre) pour l'action de B définie par multiplication &

gauche ;

i) soit G (resp. H) le k-groupe affine (resp. formel) correspondant

34 B (resp. C) et soit @ : G - H le morphisme correspondant &

l'inclusion de C dans B ; l'ensemble C' des feB tels que

f®Cl = 1g®.f dans B®CB (resp. f®cl = 1®Cf dans B®CB)

C
est une sous-k-bigébre (resp. formelle) de B contenant C et

s'identifie & 1l'algébre affine de la coimage de o .

Démonstration : la démonstration est la méme dans les deux cas. Sup-
posons par exemple que B est une k-bigébre. Si on note o l'idéal de B
engendré par C+ , il résulte du n°6.1 que l'algébre affine du noyau N de

¢ s'identifie & B/a

Considérons le produit fibré G xH G ; on voit que, pour tout k-anneau
R, (G Xy G)(R) est formé des (x,y) € G(R)xG(R) tels que ch(x) = ch(y)
D'autre part, (GxN)(R) est formé des (u,v) € GR)xG(R) tels que ch(v) =0.
On voit donc que l'on définit un isomorphisme ¢ de G X G sur G xN en

posant, pour tout k-anneau R et tout (x,y) € (G xHG)(R) R ¢R(x,y) = (x,vy-%) .
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L'isomorphisme { induit un isomorphisme p de G(GXN)”@(G)@(O(N)zB@kB/Q

sur oG XHG) = &(G) ® o(G) =B®. B : on voit que mn est l'application qui

o (H) C
a f®kg € B ® B/a associe la fonction h définie sur G XHG par
hR(x,y) = fR(x) gR(y—x) , pour tout k-anneau R et tout (x,y) ¢ (G XHG)(R)

On voit que n est aussi une application B-linéaire, pour la structure
de B-module définie par la multiplication & gauche sur B ®k B/a et sur
B®_ B .La premiére assertion de la proposition résulte alors de ce que

C
B ®, B/a est un B-module libre.

On voit que C' est formé des feB tels que f_(x) (y) , pour tout

™ =1
k-anneau fini R et tout (x,y) € (G xHG)(R) ; comme tout élément
(x,v) € (G xHG)(R) s'écrit sous la forme (u,ut+v) , avec (u,v) ¢ (GxN)R) ,
et réciproquement, on voit que C' est aussi l'ensemble des f e B tels que,

pour tout k-anneau fini R et pour tout (u,v) e (GxN)(R) , f_(u) = fR(u+v)

R
D'aprés la proposition 6.1, c'est donc l'algébre affine du conoyau de N-G ,

autrement dit de la coimage de o

6.5. PROPOSITION 6.3.- Soit B une k-bigébre formelle et soit C une sous-

k-bigébre formelle. Alors B est un C-module topologiquement plat et C est

facteur direct de B en tant que C-module.

Commengons par établir un lemme :

LEMME 6.4.- Soit C un k-anneau pseudo-compact et soient B un C-anneau

profini et M un C-module profini. Si B éCM est unkB-—module topologique-

ment libre, M est un C-module topologiquement plat.

"le produit de ses composantes locales et soient B = B et M = M
produi mp a T—[ . |_\' -

les décompositions correspondantes des C-modules B et M . Il est clair que
BéCM s'identifie au produit des Bméq“M et que chacun d'entre eux est un
m
Bm—module topologiquement libre. On est donc ramené a montrer que, pour tout
m, M est un Cm—module topologiquement libre, autrement dit on peut sup-
m

poser que C est un anneau local.

Soit alors m 1'idéal maximal de C et soient C = Cf et B = B/mB .

Au diagramme commutatif d'anneaux pseudo-compacts
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Qr=—Q
Wy —w

correspond un diagramme commutatif

M — B® . M

I

of> — Bg. M

C®CM B®C
Soit (Cli)ieI une base topologique du C-espace vectoriel profini 6éCM
et soit (ui)ieI les images des Gi par une section (S—linéaire continue. Com-

me m est topologiquement nilpotent, on voit que M est 1'adhérence du sous-

S

module engendré par les u, - Comme ﬁécl\/l s'identifie a géé(éé M) , on

C
voit que les 1®c Gi forment une base topologique du B-module topologique-
ment libre §®CM . Comme B@CM est un B-module topologiquement libre,

on en déduit que les 18& Uy forment une base topologique de Béc M sur B .

C
Par conséquent, les uy sont "topologiquement linéairement indépendants" sur

C et M est un C-module topologiquement libre admettant (ui)iEI comme base

topologique.

Démontrons maintenant la proposition 6.3 : il suffit d'appliquer le lemme

précédent & M = B car on sait (prop.6.2) que BéCB est un B-module topo-

logiquement libre. Le fait que C est facteur direct de B provient de ce que

chaque Cm est facteur direct de Bm = Mm , comme on le voit en remarquant

que dans la démonstration du lemme on peut choisir la base topologique

(ui), pour qu'elle contienne 1

iel

6.6. PROPOSITION 6.5.- La catégorie des k-groupes formels et celle des k-

groupes affines sont abéliennes.

Remarquons que, grace a la dualité entre ces deux catégories, il suffit
de la démontrer pour 1l'une d'entre elles. Nous admettrons ce résultat classique
(cf.[13], exposé VIIB,§2) dont nous ne connaissons pas de démonstration suf-

fisamment élémentaire pour rentrer dans le cadre de ce chapitre.

Remarqgues :

1.- Comme on sait que la catégorie des k-groupes affines (resp. formels)

admet des noyaux et conoyaux, il suffit, pour montrer que cette catégorie est
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abélienne de vérifier que pour tout morphisme ¢« , le morphisme canonique de
la coimage de ¢ dans l'image de ¢ est un isomorphisme. On voit trés fa-
cilement que cela revient a démontrer les deux résultats suivants : soit

¢w : G- H un morphisme de k-groupes affines (resp. formels) correspondant &

un morphisme ¢* : C- B de k-bigébres (resp. formelles)

(P,) si * est injective, la coimage de est H ;
1 ® P

3

(PZ) si o est surjective, l'image de ¢ est G
Il résulte en outre de la dualité entre groupes affines et groupes formels
que la propriété (Pl) (resp. (Pz)) pour les groupes affines est équivalente

3 la propriété (PZ) (resp. (Pl)) pour les groupes formels.

2.- Montrons la propriété (Pl) pour les groupes formels : si on identi-
fie C & une sous-k-bigébre formelle de B , on sait (prop. 6.2) que l'algé-
bre affine de la coimage de ¢ est l'ensemble C' des fe B tels que
féc 1 = léc f dans B éC B . Comme C est facteur direct de B en tant
que C-module (prop. 6.3), on voit que C' = C , donc que H s'identifie

bien & la coimage de o

3.- En particulier, on a une démonstration compléte du fait que la caté-
gorie des k-groupes finis est abélienne : la propriété (Pl) est vérifiée, car
il suffit de considérer G et H comme des groupes formels ; la propriété

(Pz) est vérifiée car (Pl) est vérifiée pour D(H) - D(G)

4.~ Nous avons préféré pouvoir utiliser librement dans la suite la pro-

position 6.5, afin de ne pas alourdir les démonstrations. Le lecteur conscien-

cieux pourra remarquer que, moyennant quelques précautions supplémentaires,

nous aurions pu ne pas utiliser ce résultat (la prop. 6.3, en revanche, sera
utilisée de facon essentielle). Pour les corps parfaits de caractéristique non
nulle, la proposition 6.5 serait alors apparue comme un corollaire de la classi-

fication des groupes formels par leurs modules de Dieudonné (chap.III).

§7.- Groupes étales et connexes.

Dans ce paragraphe, k est un corps parfait, on note k une cléture

algébrique de k et @ le groupe de Galois de k/k
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7.1. On appelle @-module discret tout groupe abélien T sur lequel @ opére

linéairement et continGment (le groupe T étant muni de la topologie discréte).

Les @-modules discrets forment, de maniére évidente, une catégorie abélienne.

Un k-groupe formel est dit étale si son algébre affine est un k-anneau

pro-étale, i.e. un produit d'extensions finies de k

Si G est un k-groupe formel quelconque, on note G(k) la limite in-
ductive des G(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k conte-
nues dans k . Il est clair que l'on a ainsi défini un foncteur covariant addi-

tif de la catégorie des k-groupes formels dans celle des @-modules discrets.

Si T est un @-module discret, le k-anneau B des fonctions sur T ,
a valeurs dans Kk , qui commutent & l'action de Galois, muni de la topologie

de la convergence simple, est un k-anneau profini pro-étale et a une structure

naturelle de k-bigébre formelle (le coproduit est défini par (pf)(y,v') = £(y+y')).

C'est l'algébre affine d'un k-groupe formel étale G(I') . Il est clair que 1l'on
a ainsi défini un foncteur covariant additif de la catégorie des @-modules dis-

crets dans celle des k-groupes formels étales.

On vérifie immédiatement que le foncteur G — Gi(k) , restreint 3 la ca-
tégorie des k-groupes formels étales, induit une équivalence entre cette caté-
gorie et celle des @-modules discrets et que le foncteur T — G() est un

quasi-inverse.

7.2. Un k-groupe formel G est dit connexe si son algébre affine est un
anneau local. On voit qu'il revient au méme de dire que G(k') = 0 , pour

toute extension finie k' de k , ou encore que G(k) = 0

Soit G un k-groupe formel et soit B son algébre affine. Pour tout k-
t
anneau fini R , notons son radical. Soit G° (R) = G(R/rR) et soit

cS(

v
R
R) le noyau de G(R) - G®'(R)

On voit gu'un élément u : B-R de G(R) est dans GC(R) si et seu-

+ +

lement si u(B ) c 'R (o B est 1'idéal d'augmentation). On en déduit que
G° est un k-groupe formel dont 1'algébre affine B® s'identifie a la compo-
sante locale de B correspondant & 1'idéal maximal Bt ; c'est donc un k-

groupe formel connexe et nous l'appelons la composante connexe ou la compo-

sante neutre de G (l'expression correcte serait "la composante connexe de
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1'élément neutre").

Comme k est parfait, on voit que tout k-anneau fini R peut s'écrire

sous la forme R = ReJE >} TR ol Ret est la plus grande sous-algébre étale
de R (et est canoniquement isomorphe a R/rR) . On voit donc que GEt(R)
s'identifie a G(Ret) et que c'est aussi le groupe des homomorphismes conti-
nus du k-anneau profini pro-étale Bet = B/rB (o s désigne le radical de
B) dans R . On en déduit que G-e)E est un k-groupe formel étale. Comme
Get(lz) = G(K) , on voit que, si l'on pose T = G(k) , on a, avec les notations
durn7.1, G =cm

et .
On voit enfin que la suite 0 - GC(R) - G(R) - G (R) est scindée et
et
que G s'identifie canoniquement au produit direct de G® par G (et
et ~
aussi que B s'identifie canoniquement & B 8, B€). Nous appelons et la

composante étale de G

Finalement, 1'étude des groupes formels sur un corps k parfait se dé-
compose en deux parties : celle des groupes formels étales (ou, ce qui revient

au méme, des @-modules discrets) et celle des groupes formels connexes.

7.3. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k

(toujours supposé parfait).

On dit qu'un A-groupe formel topologiquement plat G est connexe (resp.

étale) si son algébre affine est un anneau local (resp. un produit de A-algébres

étales).

On voit immédiatement que le foncteur G = Gk induit une équivalence

entre la catégorie des A-groupes formels topologiquement plats étales et celle

_des k-groupes formels étales (en fait, G étant donné, il existe un A-groupe

k

A

formel G topologiquement plat, unique & isomorphisme unique prés, qui relé-

ve Gk , et G est étale).

Soit G un A-groupe formel topologiquement plat et soit B son algébre
affine. Pour tout A-anneau fini R , notons rp  son radical. Posons
et
G*'®) = GR/rp) et soit GR) le novau de GR) -~ G°'R)
On voit que GC est encore un A-groupe formel topologiquement plat

dont l'algébre affine B® s'identifie a la composante locale de B correspon-

dant & l'unique idéal maximal de B contenant l'idéal d'augmentation. En par-
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. , c
ticulier G est connexe et nous l'appelons la composante connexe ou neutre

de G

Soit m 1'idéal maximal de A . Pour tout A-anneau fini R , soit R
le k-anneau fini R/mR . Il est clair que R/rR s'identifie a ﬁ/rﬁ ; on a
et ~ t ~
donc GZ'R) = GR/rp) = G, R/rg) = (c;k)e (R) . On en déduit que GOt s'i-

)et

dentifie au A-groupe formel topologiquement plat relevant (G Nous 1'ap-

k
pelons le guotient étale de G

On déduit immédiatement de l'exactitude la suite

0—>GI:—+Gk—>G§t—->O

celle de la suite
0 =c¢° —c — ¢~ o

(ceci signifiant que GC s'identifie au noyau de G - G(at et que l'algébre
affine de G est un module fidélement topologiquement plat sur 1'algébre af-

fine de Get) .

7.4. Si ¢ est un automorphisme du corps k et si G est un k-groupe af-
fine (resp. formel) d'algébre affine B , nous notons gt le k-groupe affine

(resp. formel) déduit de G par l'extension des scalaires 1 : k—>k et B(T)
son algébre affine. On voit que l'on peut (et c'est ce que nous ferons toujours
D, g

N

dans la suite) identifier 1'anneau (resp. topologique) sous-jacent & B
et que le coproduit est le méme ; seule la multiplication par les scalaires
) “1o0p

change : le produit de ) €k par b¢€ B(T (identifié & B) est ¢

(produit calculé dans B) .

Supposons maintenant que k est de caractéristique p# 0 et soit ¢

le Frobenius absolu sur k (on a donc o)) = )\p , bour tout ) € k).

Pour tout k-groupe affine (resp. formel) G d'algébre affine B , nous
notons FB I'application de B dans B définie par FB(b) = bp . Il est
clair que PB peut étre considéré comme un morphisme de la k-bigébre (resp.
formelle) B(O) dans B et définit donc un morphisme FG : G-GY , appelé

le Frobenius.

Plus généralement, pour tout entier n =0 , on voit que Fg peut eétre
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n
considéré comme un morphisme de la k-bigébre (resp. formelle) B(G ) dans B
n
et définit donc un morphisme de G dans GO ; par abus d'écriture, nous le

notons Fg : si, pour tout ie IN , on pose Gi = GUl et Fi = FG , on
i
voit que Fg = Fn—lo Fn—Z 0 ...0 FO
Pour tout k-anneau fini R , on voit que le radical de R est formé des
n . :
x tels que xP =0, pour n suffisamment grand. Les assertions suivantes

sont évidentes

n

G ; en particulier G est

B si G est un k-groupe formel, Gc = lim Ker F

n.,
G 4

m si G est un k-groupe formel, G est étale si et seulement si FG est

connexe si et seulement si G = lim Ker F

un monomorphisme ; s'il en est ainsi, c'est un isomorphisme.

7.5. Supposons toujours k de caractéristique p# 0 . Comme le foncteur
"dual de Cartier" commute au changement de base, on voit que, si G est
un k-groupe affine (resp. formel), le k-groupe formel (resp. affine) ]]E)(G)O
(resp. D(G)°) s'identifie & D(GY) (resp. D(GY) . Le morphisme

F : ]]5(G) - ]]5(G)0 (resp. F : D@G) » DG)° ) induit, par dualité,

D(G) D(G)
un morphisme V. : c’ . ¢ , appelé Verschiebung ou décalage. Si B est

G
1'algébre affine de G , nous notons VB l'application de B dans B(C)

(identifiée & B ) correspondante. On définit de la méme maniére, et avec les

\ n
mémes abus de notations que pour le Frobenius, les applications VB : B-B
n
n )
t V : G - G
Vg
Donnons maintenant une description "explicite" de VB . Soit G un k-
groupe formel et soit B son algébre affine. Pour tout entier m =1 , notons

b B - émB le m-iéme itéré du coproduit (on a donc 6y = idB v by = A
le coproduit, b = (A& ldAm-—Z

) o A si m=2).
®"“B m

-1

Notons TSpB le sous-k-espace vectoriel fermé des tenseurs symétriques

de épB . Soit s 1'application k-linéaire continue de &B  dans TSpB qui,

-

- _ - - - . p
3 ...®Db b b ...®Db et soit TS B
3 b1®b2® ® o associe gEZE (1)® g(2)® ® (o) i B
P
l'image de s . On voit facilement que tout élémgnt de TSpB s'écrit d'une
maniére et d'une seule sous la forme w = (b(w))® + Wy avec b(w) €B et
D
w0 € TS0 B
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Pour tout cé€B , Ap(c)e TSPB . Nous allons montrer que VB(C) = b(Ap(c)) .

Soit B' 1'algébre affine de D(G) . Notons ( , ) 1l'application k-

bilinéaire canonique de B xB' dans- ket ( , ) 1'application k-bilinéaire
o}

(o) « (B‘)(U)
(o) .
a

canonique de B dans k . On voit tout de suite que si l'on iden-

tifie 1'anneau B B et l'anneau (B')(G) a

pour beB , xe€B'

Si ceB , et si l'on pose b = b(Ap(c)) , on a, pour tout x ¢ (B')(o) s

~

P P P
(Vgex)_ = (eFpx) = (e,x") = (Apc,x® y = ((b(ApC))® X2y (a0)y X )

.o
= 6% ) = (b,x)P = (b,x)_, d'od Ve =b

On a, bien s0r, la méme description de VB dans le cas ot G est un

k-groupe affine.

Il résulte immédiatement de ce qui précéde que, pour toute k-bigébre

resp. toute k-bigé o = o = p.i -
(resp. tou igébre formelle) B , on a VB PB FB VB D 1dB , ou en

core que, pour tout k-groupe formel (resp. affine) G , ona V_.oF_, = p.id

G G G

et F .o = p-i
G VG p ldGo
7.6. Supposons toujours k de caractéristique p# 0 . Nous disons qu'un
k-groupe formel G est unipotent si G = lim Ker Vn
- oo
Pour tout k-groupe formel G , nous appelons composante unipotente de

. n
G le k=-groupe formel 11_1@ Ker V . Il est clair que c'est un k-groupe for-
Go
mel unipotent, invariant par tout automorphisme de G

7.7. Un k-groupe affine G est dit unipotent (resp. de type multiplicatif) si

son dual de Cartier est un k-groupe formel connexe (resp. étale). Tout k-groupe

affine s'écrit donc, d'une maniére et d'une seule, comme le produit direct d'un

groupe unipotent et d'un groupe de type multiplicatif.

Dans le cas ol la caractéristique de k est non nulle et o G est un
k-groupe fini, on wvoit que G est unipotent, en tant que k-groupe affine, si
et seulement s'il est unipotent en tant que k-groupe formel (avec la définition

du n°7.6).

On voit enfin que la catégorie des k-groupes finis se décompose en qua-
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tre sous-catégories

8 la catégorie des k-groupes finis étales de type multiplicatif,
B celle des k-groupes finis étales unipotents,
s celle des k-groupes finis connexes de type multiplicatif,

m celle des k-groupes finis connexes unipotents.

On laisse au lecteur le soin de décrire, lorsque la caractéristique de k
est non nulle, chacune de ces sous-catégories en terme de l'action du

Frobenius et du décalage.

Si G est un k-groupe fini, nous appelons ordre de G (on dit aussi

rang de G) la dimension de son algébre affine comme espace vectoriel sur le

corps k

Si G est un k-groupe fini étale, on voit que l'ordre de G est égal a

celui du groupe fini G(k)
Montrons que, si
0 — G — G — G" — 0

est une suite exacte de k-groupes finis, l'ordre de G est le produit de l'or-

dre de G' par celui de G"

m en utilisant la décomposition d'un k-groupe fini en le produit direct d'un
k-groupe fini connexe par un k-groupe fini étale, on voit que l'on peut sup-
poser soit que les trois groupes considérés sont connexes, soit qu'ils sont

étales ;

m le résultat est évident si les k-groupes finis considérés sont étales puis-

que l'ordre de chacun d'entre eux n'est autre que l'ordre du groupe de ses

Y

points & valeurs dans k ;

s supposons donc les trois groupes connexes et soit B 1'algébre affine de
G , soit B+ son idéal d'augmentation. L'algébre affine C de G" s'i-
dentifie & une sous-k-bigébre (formelle) de B ; c'est un anneau local dont
1'idéal maximal n'est autre que l'idéal d'augmentation CJr = CﬂB+ . On
voit que l'algébre affine B de G' s'identifie au quotient B/BC+ , ou
encore a (C/C+) ®c B . Comme C est local, il résulte de la proposition

6.3 que B est un C-module libre ; il est clair que l'on obtient une base
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de B sur C en relevant une bése de B sur k . La dimension de B
sur k est donc égale au produit de celle de B par celle de C , ce

qui achéve la démonstration.
En particulier, on voit que, pour qu'une suite
0 — G' — G — G" — 0

de k-groupes finis soit exacte, il faut et il suffit que les deux conditions

suivantes soient réalisées :
i) pour tout k-anneau fini R , la suite
0 — G'R) — G{R) — G"(R)
est exacte ;

ii) l'ordre de G est égal au produit de l'ordre de G' par celui de G"

§8.- Espaces tangent et cotangent.

Dans ce paragraphe, k est un anneau commutatif.

+
8.1. Soit G wun k-groupe affine, soit B son algébre affine ; notons B
+ +2

1'idéal d'augmentation et B2 = (B')” . Pour tout k-anneau R , nous appelons

espace cotangent de G & valeurs dans R , et notons té(R) le R-module

+
(B /BZ) 8 R ; nous appelons espace tangent de G & valeurs dans R , et

+  +
notons tG(R) le R-module des applications k-linéaires de B /B2 dans R .

8.2. Soit toujours G un k-groupe affine d'algébre affine B et soit Qk(B)

le B-module des k-différentielles de 1'anneau B . Il résulte du lemme de

~

Yoneda que se donner un € Qk(B) revient & se donner, pour tout k-anneau

R et tout ué€ G(R) , un élément (u) de Qk(R) de maniére que, si

w
R
@ : R > 8 est un morphisme de k-anneaux, on ait wS(G(cp)(u)) = Qk(cp)(wR(u))
(si @ =2 aidbi IS Qk(B) et si u:B > R est un élément de G(R) , on a

wR(u) =3 u(ai)dU(bi))

On dit qu'une différentielle w € Qk(B) est invariante si, pour tout k-

anneau R et pour u,v € G(R) , on a wR(u+v) = wR(u) +wR(v) . On note
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w le sous-k-module de Qk(B) formé des différentielles invariantes.

G/k

Notons A : B - B 8 B le coproduit et i (resp. 12) : B-B ® B

l'application b +— b® 1 (resp. b ~ 1g@b) . Toujours par Yoneda, on voit que

k

Qk(B) est un B-module, l'extension des scalaires définit un homomorphisme de

B ®k wG/k dans Qk(B)

e/ est formé des w € Qk(B) tels que Q (A)w) = (Qk(i1)+q<(12))(w) . Comme

PROPOSITION 8.1.- Le k-module w

est canoniguement isomorphe & t¥* (k)
G/k 4 G

et 1'homomorphisme canonigue de B ®I< wG/k dans Qk(B) est un isomorphisme.

Démonstration : soit I le noyau de l'application de B ®kB dans B

définie par le produit. On sait que Qk(B) s'identifie a I/I2

Considérons le morphisme n : GxG - GxG qui, pour tout k-anneau R,
associe & (x,y) € G(R)xG(R) 1'élément (x,x-y) . Il est clair que n est un
automorphisme de G xG induisant l'identité sur la premiére composante. Par
conséquent n induit un automorphisme n* de B®kB qui est B-linéaire
(pour la structure de B-module sur B ® B définie par la multiplication & gau-

k
che).

On voit que le diagramme

8 Vv
GxG - GxG

ol GR(X) = (x,x) et vR(x) = (x,0) , est commutatif. Il induit, sur les bi-
gébres, un autre diagramme commutatif
p—id g
prod 1 ’ 1dB ®eg

3t
B®kB._U__ Bg, B

ol les fléches horizontales sont des isomorphismes et les fléches verticales
sont surjectives ; les noyaux de ces derniéres, i.e. I et B ®k B+ (car B
est facteur direct de B en tant que k-module) s'identifient donc canonique-
ment. On en déduit que I/I2 s'identifie & B & (B+/B;-) , donc a B®kté(k)

Enfin, on vérifie facilement que, dans cette identification, wG/k s'i-
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dentifie a té (k)

8.3. Soit toujours G un k-groupe affine d'algébre affine B . Pour tout B-
anneau R , notons Derk(B,R) le R-module des k-dérivations de B dans R

(remarquons que tout k-anneau R peut étre considéré comme un B-anneau au

. . . . €B can
moyen de l'application composée B ——k ———R).

Il résulte de la propriété universelle du module des différentielles que
Derk(B,R) s'identifie canoniquement au R-module des applications B-linéaires
de Qk(B) dans R . Comme Qk(B) est canoniquement isomorphe &

B 8 (B+/B-£) , Derk(B,R) s'identifie au R-module des applications k-linéaires

de B+/B-; dans R , i.e. & tG(R)

Soit Derk(B) = Derk(B,B) le module des k-dérivations de B dans B

Si D¢ Derk(B) , nous notons D; 1'élément de Derk(B®kB) défini par

Dl(x®ky) = D(x) & Y - Nous disons qu'un élément de Derk(B) est une k-

dérivation invariante si, pour tout x € B , A(Dx) = Dl(Ax) , ol A estle

coproduit. On vérifie immédiatement que, lorsque 1l'on identifie Derk(B) a

B) , le k-module des dérivations invariantes s'identifie & t (k)

tg G

8.4. Pour tout k-anneau R , notons R(t) = R®k k(t) 1'algébre des nombres
duaux & valeurs dans R , i.e. l'algébre RI[T] /T2 (on a noté t 1l'image de
T). Pour tout k-groupe affine G , on note LieG(R) le noyau de l'homomor-
phisme canonique de G(R(t)) dans G(R) (provenant de 1'application R-linéaire
’de R(t) dans R qui envoie t sur 0). Dire qu'un élément ueG(R(t)) est
dans LieG(R) revient & dire que u(B+) c tR(t) . Comme t2 =0 , le noyau
de u contient alors B; et u induit une application k-linéaire

u B+/B-; - R ; on vérifie immédiatement que l'application u+~ 4 définit un

isomorphisme du groupe LieG(R) sur tG(R)

8.5. Tout ce qui précéde se transpose, de maniére évidente, au cas des grou-
pes formels. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif pseudo-
compact. Soit G un k-groupe formel, d'algébre affine B , soit Bt 1'idéal
d'augmentation et soit B_; 1'adhérence de (B-")2 dans B . Pour tout k-
anneau fini ou profini R , l'espace cotangent de G & valeurs dans R est

+ 4 A
le R-module topologique t"é(R) = (B /Bz) ®kR et 1'espace tangent est le R-
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module tG(R) des applications k-linéaires continues de B+/B-; dans R . Le

B-module Qk(B) des k-différentielles continues de l'anneau B s'identifie &
B ék té(k) , le k-module des différentielles invariantes UG s'identifiant &
t"é(k) ; le B-module des k-dérivations continues de B & valeurs dans B

s'identifie encore & t_(B) et celui des k-dérivations invariantes & tG(k)

G
Enfin, pour tout k-anneau fini ou profini R , tG(R) s'identifie & LieG(R)
Remargue : supposons k local et soit G wun k-groupe formel topologique-
+ +
ment plat. Si G est étale, on a évidemment B2 =B et tG(R) = tE(R) =0,

pour tout k-anneau fini ou profini R ; dans le cas général, on voit que tG(R)
(resp. té(R)) s'identifie canoniquement a tGC(R) (resp. téc(R))

8.6. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif artinien. Soit G
un k-groupe formel topologiquement plat et soit éa le complété formel du
groupe additif (on a donc éa (R) = R , muni de 1'addition, pour tout k-anneau
fini R). Comme k s'identifie, de maniére évidente, & un sous-anneau de
1'anneau des endomorphismes de éa , le groupe Hom(G,éa) des morphismes
(de k-groupes formels) de G dans Ga a une structure naturelle de k-module
topologique (la topologie étant celle de la convergence simple). On voit que
Hom(G,éa) s'identifie, grace & Yoneda, au sous-k-module fermé de l'algébre
affine B de G formé des u tels que Au = uél + 1&u (en notant A

le coproduit).

Soit DD(G) le dual de Cartier de G et soit B' son algébre affine.
Notons ( , ) l'application k-bilinéaire canonique de BxB' dans k
Comme (u,xy) = (Au,x®Yy) , on voit qu'un élément u. de B est dans

Hom(G,éa) si et seulement si {(u,xy) = (u@l + léu,X®Y) , pour x,y€B',

i.e. si et seulement si (u,xy) = (u,x)ely) + e(x)(u,y) , pour x,y €B' (ol

¢ : B' 5k est l'augmentation).Si l'on munit k de sa structure de B'-anneau
provenant de l'augmentation, on voit que ceci revient & dire que l'application
k-linéaire u de B' dans k est une dérivation. Par conséquent, Hom(G,éa)
s'identifie au k-module topologique des k-dérivations de B' dans k , donc -
a t]D(G)(k) (la topologie étant encore celle de la convergence simple).
De la méme maniére, si G est un k-groupe affine plat, on voit que le

(k)

k-module Hom(G,Ga) s'identifie canoniquement a t]f)(G)
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8.7. Supposons maintenant que k est un corps parfait de caractéristique

p#0

Nous notons k[V] (resp. k[E]) l'anneau (non commutatif si k # IFp)
engendré par k et un élément V (resp. F) soumis aux relations

P (resp. Fr = o(\)E = APE) pour tout rck . On appelle k[V]-

AV = Vol\) = W
module topologique (resp. k[F]-module topologique) tout k[V] -module (resp.
k[F] -module) qui est un k-espace vectoriel topologique sur lequel V (resp.F)

opére continGment.

Soit G un k-groupe formel et soit B son algébre affine. Il est clair

+ +
que V est un endomorphisme continu de l'anneau B , que VB(B ) B et

B
+ +
VB(BZ) c B2 . Par passage au quotient, VB opére donc contin@ment sur
., + +
ta(k) =B /B2 . En posant Vu = VB(u) , pour tout u ¢ té(k) , on voit que
1'on munit le k-espace vectoriel topologiquement libre t"é(k) d'une structure

de k[V]-module topologique.

Il est clair que G +— té(k) peut ainsi étre considéré comme un fonc-
teur contravariant de la catégorie des k-groupes formels dans celle des k[V] -

modules topologiques qui sont des k-espaces vectoriels topologiquement libres.

De la méme maniére, dans le cas des k-groupes affines, on voit que la

correspondance G +— t"é(k) peut étre considérée comme un foncteur contrava-

riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[V] -modules.

Soit, de nouveau, G un k-groupe formel et B son algébre affine. Si

1'on identifie Hom(G,éa) a un sous-k-espace vectoriel fermé de B , on voit

p

que, Si uée€ Hom(G,éa) , F (u) =u aussi. En posant Fu = FB(u) , pour

B
tout u € Hom(G,Ga) , on voit que l'on munit le k-espace vectoriel topologique-

ment libre Hom(G,éa) d'une structure de k[F]-module topologique.

Si maintenant M est un k[V] -module, on munit le k-espace vectoriel
topologique dual M' = Hom(M,k) d'une structure de k[F]-module topologique
en posant. (En)(x) = o(n(¥x)) , pour tout m e M' et tout x€ M .

En particulier, si G est un k-groupe formel, on a deux structures natu-

relles de k[F] -module topologique sur t (k) : celle provenant de 1'isomor-

, D(G)
phisme canonique entre Hom(G,Ga) et t]D(G)(k) et celle obtenue par dualité,

3 partir de la structure de k[V] -module sur (k) ; on vérifie immédiate-

EYE)
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ment que ces deux structures coincident.

Il est clair que la correspondance G Hom(G,éa) ~t )(k) peut

D(G
etre considérée comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes

formels dans celle des k[F] -modules topologiques.

Ceci se transpose aux groupes affines et la correspondance

G +— Hom(G,Ga) =~ t (k) peut étre considérée comme un foncteur contrava-

D(G)
riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[E] -modules.

§9.- Structure des groupes formels connexes sur un COrps.

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait.

9.1. Commengons par introduire la définition suivante :

m si k est de caractéristique 0 , on dit qu'un k-anneau profini local est

élémentaire si c'est un anneau de séries formelles & coefficients dans k ;

@ si k est de caractéristique p# 0 , on dit qu'un k-anneau profini local
est élémentaire s'il existe un ensemble J et des éléments y(j) ¢ IN¥U{+w}
tels que cet anneau soit isomorphe au quotient de l'anneau des séries for-
melles k[[(xj)jel]] par 1l'adhérence de 1'idéal engendré par les Xﬁ?v(j) ,

pour v(j) # += .
Le but de ce paragraphe est d'établir le résultat suivant :

THEOREME 1.- Soit G un k-groupe formel connexe. Son alg&bre affine est un

k-anneau profini local élémentaire.

+
Démonstration : soit B 1l'algébre affine de G , soit B 1'idéal d'aug-
+ 2

+
mentation et soit B2 1'adhérence, dans B , de (B)

+  + +
Soit s une section k-linéaire continue de té(k) =B /B2 dans B
L'image de s est un sous-espace vectoriel fermé de B , canoniquement

isomorphe a tg(k) . Soit (yj) une base topologique de cet espace vecto-

jel

riel topologiquement libre. Il est clair qu'il existe un homomorphisme continu

8 du k-anneau profini A = k[[(Yj)jej]] dans B et un seul tel que
e(YJ.) = yj . On voit que 6 est surjectif et, comme les images des yj dans

té(k) forment une base topologique de té(k) , que le novau q de 8 est
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un idéal fermé de A contenu dans l'adhérence du carré de l'idéal maximal

de A .

Soit Qk(A) le A-module topologique des k-différentielles continues de
l'anneau A . Il est clair que Qk(]-\) est un A-module topologiquement libre
admettant les de comme base topologique. De méme, si Qk(B) désigne le
B-module topologique des k-différentielles continues de l'anneau B , on voit
(cf. n°8.5) que Qk(B) est un B-module topologiquement libre admettant les
dyj comme base topologique. On en déduit que si a€a , on a a—aYa—— €a ,
pour tout j ]

Notons enfin, pour tout entier n=1 , In 1'adhérence de la puissance
n-iéme de 1'idéal maximal de A . On a vu que a <:I2
9.2. Supposons que k est de caractéristique 0 et montrons que 6§ est
injectif. Si ce n'était pas le cas, il existerait un entier n=2 tel que q cIn
et o & In+1 . Si a était un élément de ¢ n'appartenant pas a In+1 , on

voit que l'on pourrait trouver j tel que 83\?— éln . On aurait donc

oa N o
— ¢ ¢ , d'ol une contradiction.

aYJ.

Dans toute la suite, nous supposons donc que k est de caractéristique
p#0
9.3. Supposons que F_ =0 , autrement dit que, pour tout X ¢ B+ , on a

G
xp= 0 . Alors o contient 1'adhérence g de 1'idéal de A engendré par les
Y? . Montrons que ¢ = ag Sinon, il existerait un entier n tel que
+ . Si +
et Q¢In+1 ag Si a€a et {In_l_l a

a C In+a , on pourrait écrire

0
a = a' +a" , avec a

0
série formelle homogéne non nulle de degré n en les

Yj , dont le degré par rapport & chaque variable est < p et a" € In+1+00 .
ol da
n+1
. . c t c . P
Il est clair que, pour tout j , ~2 In et que —BY. QO ; on en déduit
ue L €I + On voit que 1]'on ourrait choisirJ j our que —B—ELZI +a ;
aq an n 00 q p ] P q 3Y. n 00,

N

da N o
on aurait donc aa_ﬁ?._ Z In+a , d'ol ¥ Z o , d'ol une contradiction.

0
9.4. Passons maintenant au cas général. Pour tout entier r>=0 , soit

r
Vr = {aecA \ aP €a} . Il est clair que les Vr forment une suite croissante
d'idéaux fermés de A . Pour chaque r , le quotient Vr = Vr/(vrmz) est un
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sous-k-espace vectoriel fermé de I/Iz , lui-méme canoniquement isomorphe &

+ +
= t3¥
B /B, = t&(k)

QZVOC\/lCVZ'C.. chc: .l
oo ! |
0=\70c\71C\72c...C\Zc...cl/12=t*é(k)

Pour tout a €l , notons a son image dans I/I2 . Appelons bon sys-

téme de coordonnées pour A relativement & G et 0 tout systéme de coor-

données X = (XJ')J'EI de A tel que, pour tout entier r =0 , les images X].
des XJ, qui sont dans Vr forment une base topologique de \N{r . On voit
facilement qu'un tel systéme existe toujours.

Soit X = (Xj)jEI un bon systéme de coordonnées pour A relativement
4 Get 6 . Pour tout je7J , posons

v(j) = \)K(J') =

v (3)
Notons b = b(8,X) 1'adhérence de l'idéal de A engendré par les XJF_) ,

pour les j tels que y(j) # +e= . Il est clair que b < a . Pour achever la

démonstration du théoréme, on voit qu'il suffit d'établir le lemme :

LEMME 9.1.- Soit X = (Xj)jEI un bon systéme de coordonnées pour A rela-
tivement 3 G et 6 . Le novau o de 8 est l'idéal b(6,X)

Démonstration : pour tout jeJ , soit x, l'image de Xj dans B et,

pour tout entier r=1 , soit § (resp. Tf) 1'adhérence de 1'idéal de B

. r o . _ A
“(resp. A) engendré par les x? (resp. les X]_ ). On voit que o = N (q+Tr)

r=1

. A
et il suffit donc de montrer que, pour tout entier r>=1 , on a b+T‘rA = atf

L
On voit que Br = B/Tr s'identifie & 1'algébre affine du groupe Gr =Ker Pcr;

et que, si l'on note er 1'application composée

A—2 . p POt B/E

= Kies

est un bon systéme de coordonnées pour A relativement a Gr
A A
et 6 . On voit aussi que le noyau de Gr est a+f, et que b(er,}_(_)=b +?r .
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Il suffit donc de démontrer le lemme dans le cas ou il existe un entier r=>1
tel que Fé =0 , i.e. dans le cas od y(j) = r , pour tout je€J . Nous
allons procéder par récurrence sur I :

@ si r=1, cela résulte du n°9.3 ;

g dans le cas général, soit C = {bpleB} . Il est clair que C est une

sous-k-bigébre formelle de B ; elle correspond & un quotient H de G

qui est un k-groupe formel connexe vérifiant P;I-l = 0 et qui n'est autre
que la co-image de FG . L'idéal d'augmentation ¢t de C n'est autre
que son idéal maximal ; c'est aussi C ﬂB+ . On voit que B = (C/C+)éCB
s'identifie & l'algébre affine du noyau de FG . Il résulte du n® 9.3 que le

noyvau de la projection de A sur B est 1'idéal A | adhérence de 1'idéal
B

engendré par les X? . On en déduit que les images, dans B , des élé-
—— n.

ments de la forme ] \ ij , avec les nj des entiers presque tous nuls
jeT

vérifiant Osnj<p , forment une base topologique de B sur k = C/C+ .

D'aprés la proposition 6.3, B est un C-module topologiquement plat,

donc topologiquement libre puisque C est local. Ce qui précéde montre donc

n.
que les éléments de B de la forme ﬂ x.J , avec les nj des entiers pres-

€T

que tous nuls vérifiant 0 < nj < p , forment une base topologique de B sur C.

Soit, d'autre part, J' l'ensemble des j€J tels que vy(j) =2 et soit

A" = K[[ (X?)J,EI,]] . La restriction de 6 & A' est un homomorphisme conti-
nu 6' de A' sur C dont le novau est gnA' . On voit que X' = (Xp)

j el
est un bon systéme de coordonnées pour A' relativement &8 H et §' et

que b(6',X') = b(8,X)NA" . L'hypothése de récurrence appliquée a H implique
que b(8,X) N A" = gnA

Soit A = k[[D)

C il
que bB,X)NAL =anNA

gl -8t erT x?’e 8(6,X) N A, ; on en déduit

C
Soit A = A/b(8,X) et soit }N(]. l'image de Xj dans A . On voit que

C

6 induit une application surjective & : A - B (on a 5()?).) = Xj) et que la
restriction de 8 a A' = k[[()N(?))jel]] est injective et a pour image C ; on
peut donc identifier C & un sous-anneau fermé de A et 6 devient alors

une application C-linéaire continue.

On voit que 2& est un C-module topologiquement libre admettant les élé-
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n,

ments de la forme \ ‘ }N(,J , avec les nj des entiers presque tous nuls véri-
€]

fiant O<n,<p , comme base topologique. On a vu que les images de ces élé-

ments par 6 forment une base de B sur C . On en déduit que 8 est

bijective, ce qui achéve la démonstration.

9.5. Remarques :

1.- Supposons k de caractéristique 0 . Le théoréme implique que, si
G est un k-groupe fini connexe, G est trivial ; autrement dit, tout k-groupe

fini est étale.

2.- Supposons k de caractéristique p#0 . Si G est un k-groupe
fini connexe non trivial, le théoréme implique qu'il existe des entiers

d,v(1),v(2),...,v(d) = 1 tels que l'algébre affine de G est isomorphe &
v(1)  v(2) v(d)
p p p

k[Xl,XZ,...,Xd]/(Xl ’XZ ,...,Xd )

connexe est d'ordre une puissance de p

. En particulier, tout k-groupe fini

9.6. On dit qu'un k-groupe formel est lisse si son algébre affine est "formel-
lement lisse", i.e. si, pour tout k-anneau fini R et tout idéal I de R de

carré nul, l'application canonique de G(R) dans G(R/I) est surjective.

On voit que tout k-groupe formel étale est lisse et on en déduit qu'un
k-groupe formel G est lisse si et seulement si GC l'est. Un k-groupe for-
mel connexe est lisse si et seulement-si son algébre affine est un anneau de
séries formelles & coefficients dans k . Un k-groupe formel est lisse si et
seulement si son algdbre affine est un anneau de séries formelles & coefficients
dans un produit d'extensions finies du corps k

Si k est de caractéristique 0 , il résulte du théoréme que tout k-
groupe formel connexe est lisse et, par conséquent, tout k-groupe formel est
lisse.

Si k est de caractéristique p#0 , il résulte du théoréme que, pour
qu'un k-groupe formel connexe G soit lisse, il faut et il suffit que FG soit
un épimorphisme. On en déduit qu'un k-groupe formel G , d'algébre -affine B ,
est lisse si et seulement si F est un épimorphisme, ou encore si et seu-

G
lement si l'application FB est injective.

Si G est un k-groupe formel lisse, on appelle dimension de G la di-
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mension du k-espace vectoriel tG(k). . On voit que la dimension de G est

égale a celle de G°€

Lorsque k est de caractéristique p#0 , on voit qu'un k-groupe formel

lisse G est de dimension finie si et seulement si Ker FG est un groupe

fini. Dans ce cas, si G est de dimension d , on voit que Ker PG est

d .. .
d'ordre p et, plus généralement, que, pour tout entier n=0 , KerF% est un
G

nd n

k-groupe fini d'ordre p . En particulier G® = lim Ker FG est limite induc-

tive de k-groupes finis.

9.7. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k
On dit encore qu'un A-groupe formel G est lisse si, pour tout A-anneau fini
R et tout idéal I de R de carré nul, l'application canonique de G(R)

dans G(R/I) est surjective.

On démontre facilement qu'un A-groupe formel lisse est topologiquement
plat et que, si G est un A-groupe formel topologiquement plat, G est lisse
c _ c _ c
=%~ @9,
1'algébre affine de G€ est un anneau de séries formelles & coefficients dans

et e
A . Supposons qu'il en est ainsi et notons B , BC , B , Bk , BZ , Bkt les

algébres affines respectives de G , G° , Get , G, GE , Gﬁt . On a vu

k
Et ék BE ; 1'homomorphisme canonique
de BE dans Bk se reléve (non canoniquement) en un homomorphisme conti-

nude B® dans B et B est donc isomorphe a BEt éA B¢ . En particulier,

si et seulement si G l'est, ou encore si et seulement si

que Bk s'identifie canoniquement & B

pour tout A-anneau fini R , la suite
0 — c°R) — c® — cR — o0

est exacte.

§10.- Cohomologie de Hochschild.

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait de caractéristique 0

ou p (ot p est un nombre premier fixé).

10.1. Pour tout entier r>=2 , soit Br(X,Y) = (X+Y)r -x -y € Z[X,Y] , soit
n, le pged des coefficients de Br(X,Y) et soit Cr(X,Y) = nr'lBr(X,Y) ; c'est
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donc un polynéme & deux variables, homogéne de degré r , dont les coeffi-
cients sont des entiers premiers entre eux.

Commengons par rappeler le résultat suivant, da a Lazard ([36] , p.44)

a qui nous renvoyons pour la démonstration :

PROPOSITION 10.1.- Soit A un groupe abélien et soit r un entier > 2

Soit PX,Y) = X a; XY un polynéme homogéne de degré r , en deux va-
i+j=r '
riables X et Y , & coefficients dans A . On suppose que P(Y,X) PX,Y)

et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Il existe alors un c€A et un

seul tel que PX,Y) = cCr(X,Y)

On en déduit facilement le résultat suivant :

-1
PROPOSITION 10.2.- Soit A(X,Y) = p  (X+V)°-x"-Y") ¢ zZ[X,¥Y] et soit r un

entier > 2

. . r
i) Soit P(X) = aX un polynéme homogéne, non nul, de degré r en

une variable X , & coefficient dans k . On a P(Y)-PX+Y)+PX)# 0,

sauf si et seulement si k est de caractéristique p et r est une

puissance de p .

s : i < N .
ii) Soit PX,Y) = Y a, .X Y un polynéme homogéne de degré r , en
itj=r '
deux variables X et Y , & coefficients dans k , vérifiant

P(Y,X) = P(X,Y) et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Alors

- si k est de caractéristique 0 , ou si r n'est pas une puis-

sance de p , il existe un c € k et un seul tel que

PX,Y) = c((+) -X =) ;

. PRV . S .
- si k est de caractéristique p et si r=p  (avec s entier » 1),

1 _
il existe un c € k et un seul tel que PE,Y) = c/\(Xps ,yp® 1).

Démonstration : on vérifie facilement que les coefficients de

r r
Br(X,Y) = (X+Y) -X -Y  sont des entiers premiers entre eux sauf si, et seule-
ment si, r est une puissance d'un nombre premier ¢ , auquel cas le pgcd

est ¢
L'assertion (i) est alors triviale.

L'assertion (ii) résulte alors de la proposition 10.1, si l'on remarque que
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C S(X,Y) = p—l((X+Y)pS—XPS—YPS) est un polynéme, & coefficients dans Z ,

p s-1 s-1
congru modulo p , a A(XP ,YP

10.2. On sait (cf. [14], p. 185) ce que c'est que la cohomologie de
"Hochschild des k-foncteurs en groupes. On définit de la méme maniére la co-
homologie de Hochschild des foncteurs en groupes formels. Nous ne nous inté-
resserons en fait qu'au cas ol les k-foncteurs en groupes formels considérés
sont des k-groupes formels commutatifs et ol la loi d'opération est triviale
soient G et J deux k-groupes formels (commutatifs). Pour tout entier nz=0 ,

le groupe des n-cochafnes de G & valeurs dans J est l'ensemble cG,n

des morphismes de k-foncteurs formels (ou de k-schémas formels) de G" dans

J , muni de la loi de groupe abélien induite par J .

Se donner un élément f de Cn(G,]) revient donc a se donner, pour
tout k-anneau fini R , une application fR : (G(R))n - J(R) , variant foncto-
riellement par rapport & R .

Cn+1

On définit un opérateur bord an : Cn(G,I) - (G,]) par la formule

n n i
= + -
(aRfR)(ul,uz,...,un+1) fR(uz,...,un+1) ;L::l( 1) fR(ul,...,ui+ui+1,...,un+])
n+1
+ (-1) fR(ul,...,un)
On vérifie immédiatement que anoan_ =0 , pour n=1; on note
C'(G,]) le complexe (Cn(G’])'an)ne]N ; on note Zn(G,]) le noyau de an

et B™MG,]) l'image de %! , pour n=1, BO(G,]) = 0 ; on note HE(G,I)
le groupe quotient zZ%G,7)/B™MG,]T) et on l'appelle le n-iéme groupe de

Hochschild de G & valeurs dans J . Enfin, nous écrirons 3 au lieu de an

lorsqu'il n'y aura pas de confusions possible sur l'entier n .

On voit, en particulier, que Hg(G,]) s'identifie & J(k) et que Hé(G,])
s'identifie au groupe Hom(G,]) des morphismes de G dans J , dans la ca-

tégorie des k-groupes formels.

2
Nous notons CS(G,I) le groupe des 2-cocycles symétriques, i.e. le

sous—-groupe de CZ(G,]) formé des f tels que f_(u,v) (v,u) , pour tout

R ) fRZ 2
k-anneau fini R et pour u,v € G(R) . On pose Zg(G,I) = CS(G,I) N z2°(G,7) .
Il est clair que BZ(G,]) c Zi(G,I) et on note Hi(G,]) le sous-groupe

22 /A% G de HAG.)
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On vérifie par des procédés standards (cf., par exemple, [14], II, §3,
n°2) que Hz(G,I) s'identifie canoniquement au groupe des classes d'exten-
sions E de G par J qui sont encore des k-groupes formels commutatifs
et qui sont scindées en tant qu'extensions de k-schémas formels (cette dernié-
re condition revenant, en fait, & dire que, pour tout k-anneau fini R , la
suite

0 — J(R) — E(R) — GR) — 0

est exacte).

10.3. PROPOSITION 10.3.- Soit (Gi)iel une famille de k-groupes formels et

soit J un k-groupe formel. Alors

1 1
i) les groupes HO(@Gi,I) et HHO(Gi,I) sont canoniquement isomorphes;
ii) les groupes HE(EBGi,I) et HHi(Gi,I) sont canoniguement isomorphes.

1
Démonstration : on voit que HO(EBGi,]) s'identifie canoniquement &
Hom(€G,,]) ~ D Hom(G,,]) ~ NH(G,.J) . d'od (1)

Soit Resi : Hz(EBGj,]) - Hi(Gi,]) le mo:phisme de restriction et soit

Res : Hi(@GiJ) - nHi(Gi,]) le produit des Resi . Nous allons montrer que

Res est un isomorphisme.
2
Soit e € HS(EBGi,]) et soit E un représentant de la classe d'exten-
sions de @Gi par J définie par e . Soit © la projection de E sur EBGi.
Pour tout i€ I et tout k-anneau fini R , notons Ei(R) l'image réciproque

de Gi(R) par 7. . On voit que la suite

R
0 — JR) — Ei(R) — Gi(R) — 0

est exacte ; le k-foncteur formel Ei est donc un k-groupe formel, extension
de Gi par J , scindée en tant qu'extension de schémas formels, et on voit
facilement que la classe de cette extension correspond a 1'élément ei = Resi(e)

2
de Hs(Gi,I)

On voit, tout aussi facilement, que, pour tout k-anneau fini R , E(R)
s'identifie & la somme amalgamée (dans la catégorie des groupes abéliens) des
E.(R) sous TJ(R) , autrement dit au quotient de eBEi(R) par le sous-groupe de

(](R))(I) formé des u = (u,),

Vet tels que Zui =0 (comme E est un k-
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groupe formel, E est lui-méme la somme amalgamée des Ei sous J , dans tres termes, l'algébre affine de G est un anneau de séries formelles

la catégorie des k-groupes formels). k[[(xi)ielu =~ ® Kk[[X]] et le coproduit 4 est défini par &X, = Xi@bl + 18X,
iel
Si tous les e; sont nuls, chaque Ei s'identifie a ]XGi et, par pour tout i€l
conséquent, E s'identifie & Jx(®G;) , donc e =0 et l'application Res Pour tout entier n = 0 , tout élément de & B s'écrit, d'une maniére et

est bien injective.

fo]
) d'une seule, sous la forme 2, u- ou up est une série formelle homogéne
Donnons-nous maintenant, pour chaque i , un élément e, € H (G,,]) . 1::0 A .
L s 1 de degré r en les 1®...18X;@l®...®1 . Ceci nous permet de considérer

et un représentant Ei de la classe d'extensions de G, par J correspon- n ~ n ~
. C (G,Ga) comme un espace vectoriel topologique gradué, i.e. C(G,G.)
dante. Pour tout k-anneau fini R , notons E(R) la somme amalgamée des - a
s'identifie & —‘—A) Cn'r(G,Ga) , ol Cn’r(G,Ga) est le sous-k-espace vecto-
r:
formels E . Comme pour tout R la suite : P n ~ P - N .
4 riel fermé de C (G’Ga) formé des séries formelles homogénes de degré r

Ei(R) sous J(R) . On voit que l'on a ainsi défini un k-foncteur en groupes

0 — JR) — ER) — @Gi(R) — 0 On voit que cette graduation est compatible avec 1'opérateur bord et in-
duit donc une graduation sur la cohomologie. Avec des notations évidentes,

2 - = 2,r -
HS(G,Ga) = ;D'O H_ G.G))

est exacte, E est un k-groupe formel extension de @Gi par J , scindée

en tant qu'extensions de k-schémas formels. Il est clair que si e désigne on a Hn(G G) = ﬁ Hn’r(G G ) et
07" Ta 0 a
1'élément de Hz(EBGi,]) défini par E , on a Resi(e) =e, . pour tout i r=0

La surjectivité de l'application Res en résulte. Rappelons que l'on a noté p(X,Y) le polynéme, & coefficients dans %,

o NP -xP - ¥P)

10.4. Soit G et J deux k-groupes formels et soit B 1'algébre affine de G . PROPOSITION 10.4.- Conservons les hypothéses et notations qui précédent et
. s f .n ~
Par Yoneda, C™G,]) s'identifie au groupe I((}k(G ) = 7(&"B) . soit r un entier > 2
Supposons maintenant que J = éa est le complété formel du groupe ad- i) Si k est de caractéristique 0 ou si r n'est pas une puissance
ditif. On voit que éa(én B) s'identifie au groupe additif de ®'B et a une ! de p on a Hl,r(G E; ) =0 et H2,r(G é )y =0
| ae o1 a 0 r~a - s '~a
structure naturelle de k-espace vectoriel topologique, topologiquement libre. Il N
n ii) Si k est de caractéristique p et si r=p , avec t=1 , on a
est clair que les applications 3 sont k-linéaires continues, ce qui permet 1r ~ I r
n -~ . A n, . - H "(G,G) ~k , les X , pour i€l , forment une base topologi-
de considérer les Z (G,G_.) , B'Y(G,G.) , HO(G,G ) comme des k-espaces 0 a . 1 -
a a a que de H 'r(G,Ga) = Zl'r(G,Ga) sur k ;

vectoriels topologiquement libres ; il en est de méme de Cz(G’Ga) (qui s'i- -1

t
c.rv1,1®;><§J )

dentifie & 1l'espace vectoriel des tenseurs symétriques de B®B ), Zi(G,E}a)

2 -~
et I—IS(G,Ga) . dans H

)
1
0
2,r o I .
- on a HS (G,G_) = k' , les images des A(X:
2
S

’r(G,Ga) , pour i€l , forment une base topologique de

~ 2,r ~
Avec 1'identification qui précéde, si A : B » BB est le co-produit, on Hy (G,G) dans k
voit que | Démonstration : ccmme G = EBGi , avec Gi = éz , la proposition 10.3
n : |
n ~ ~ ~ ~ ~ i - ~ ~ - ! > N ; ; ; N —
= + - nous raméne au cas ou G est de dimension 1 , i.e. au cas ou B = k[[X]] .,
3 (b;&...8by) = 1@b; ... b + L (-1)b &...@ab;®b, ;&b ! °
i=1 avec AX = X&1 + 18X
n+l ~ - ~ ~
+ (-1) b, ®b,&...@b ®1 . .
n i Si aX , avec a €k , est un l-cocycle homogéne de degré r , on a
Supposons maintenant que G est la somme directe d'une famille, in- | a(aXr) = a3(X) = all éXf _ (Xél + léx)l’ +Xré1) : d'aprés la proposition 10.2,
dexée par un ensemble I , de copies du groupe formel additif GZ ; en d'au-
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si a# 0 , cette expression est nulle, si et seulement si k est de caracté-

: 1,r ~
ristique p et r est une puissance de p , d'ou le résultat pour HO (G’Ga)'

Toute 2-cochafne homogéne de degré r s'écrit, d'une maniére et d'une
seule comme un polynéme P(X&1,18X) homogéne de degré r ; c'est une 2-
cochafne symétrique si et seulement si P(Y X) = P(X,Y) . On voit que c'est

un 2-cocycle si et seulement si P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0

Si k est de caractéristique 0 , ou si r n'est pas une puissance
de p , il résulte de la proposition 10.2 qu'il existe c € k tel que
PX,Y) = c((X+Y)r—Xr-Yr) . On voit donc que PX@1, 1éX) = a(—ch) et 1'as-

sertion (i) en résulte.

Si k est de caractéristique p et si r=pt , avec t entier > 1 ,
il résulte de la proposition 10.2 qu'il existe c ¢ k tel que

-1 t-1

P(X,Y) = CA(Xpt ,YP" %) .Comme on a ab =0, pour tout b€ B , homogéne
-1« -~ -1

de degré pt , on voit bien que l'image de /\(XPJE 1@1 s 1®Xpt ) forme une

base du k-espace vectoriel Hz'r(G,éa)

10.5. Soit G un k-groupe formel connexe quelconque et soit B son algébre
affine. Pour n,ré IN , avec r =1 , notons C:(G,E}a) 1'adhérence de la
puissance r-iéme de 1'idéal maximal de énB = Cn(G,Ga) . On obtient ainsi
une filtration des k-espaces vectoriels topologiques Cn(G,éa) qui est visi-
blement compatible avec l'opérateur bord. Nous notons H?(G,éa) (resp.

Hi r(G’éa)) la composante homogéne de degré r du gradué associé a

n, ., = 2~ &
H (G,G,) (resp. H{(G,G))

Choisissons maintenant un anneau de séries formelles A = k[[(Xi)iEI]] ,
un homomorphisme continu surjectif 8 du k-anneau A sur B et des

v(i) € NU{+e} , avec y(i) = 2 , tels'que le noyau o de B soit 1'adhé-
rence de 1'idéal engendré par les Xli)v(l) , pour vy(i) # +« (cela est toujours
possible d'aprés le théoréme 1 du §9 ; si k est de caractéristique 0 , on

a y() = +» , pour tout i , et 6 est un isomorphisme). Posons X, = Q(Xi)

PROPOSITION 10.5.- Conservons les hypothéses et notations qui précédent et

soit r un entier =2 . Alors

i) si k est de caractéristigue 0 ou si r n'est pas une puissance
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) }
de p , on a Hr(G,G)=O et H (G,G) =0;

. , L , t
ii) si k est de caractéristique p et si r=p , avec t entier » 1 ,

t
- les images des X? , pour i parcourant les éléments de I tels

que (i) >t , forment une base topologique de Hrl(G,éa) sur k ;

t-1 A ot=1
- les images des /\(xip &1, lé;x? ) , pour 1 parcourant les élé-

ments de I tels que V(i) =t , forment une base topologique de

2 ~
Hs ,r(G ’Ga) sur k

Démonstration : en posant AXi = Xjél + léXi , on voit que l'on peut
identifier A = k[[ (Xi)ieI” a l'algébre affine du k-groupe formel G' = (éz)(l).
On voit que, pour tout i , Axi = xiél + l@xi modulo 1'adhérence du carré
de 1'idéal maximal de B®&B . On en déduit que 6 induit un homomorphisme
continu surjectif du complexe gradué associé au complexe C'(G‘,E}a) sur le
complexe gradué associé au complexe C'(G,Ga) . On voit aussi (par exemple,
en relevant de maniére évidente la base topologique de B sur k formée des

n,

i ) e i
-|_[ X, . avec les n, des entiers presque tous nuls, vérifiant 0 < n, < p\)( ))
que cet homomorphisme est scindé. L'assertion résulte alors de la proposition

10.4.

10.6.- PROPOSITION 10.6.- Si k est de caractéristiqgue 0 , tout k-groupe for-

mel connexe est isomorphe & une somme directe de copies du groupe formel

additift G°
a

Démonstration : soit G un k-groupe formel connexe. On sait (théoréme

1 du §9) que l'algébre affine B de G est de la forme k[[(X,), 11 . Tout

1"iel
revient donc a montrer que l'on peut choisir les coordonnées Xi pour que

X, =X &1 + 1&X,
i i 1

Pour tout entier r= 1 , soit ]r (resp. I;) 1'adhérence de la puissance
r-iéme de 1'idéal maximal de B (resp. B®B). Il est clair que, quel que soit
le choix des X; , on a AXi = Xiél + 153>Xi (mod I'Z) . On en déduit qu'il
suffit de prouver le lemme suivant

LEMME 10.7.- Soit r un entier > 2 et soit (Xi)iEI un systéme de coordon-
nées de B telles que AXi = Xiél + 1(;3)}{i (mod ];) , pour tout i . Il existe
un systéme de coordonnées (X'i)iel de B telles que, pour tout i ,
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X' = X, d '= [ X! '
:  (mod J) et AX; = X;®1 + 1@X| (mod Ir+1)

Démonstration : posons aX, = Xi®1 + léXi +b, , avec b €] . On voit
que bi est un tenseur symétrique et que, comme bi = —aXi , abi =0 . Il ré-
sulte de la proposition 10.5 qu'il existe ¢4 € Ir tel que aci = bi (mod I;H) ;
il est clair que l'on peut choisir c; Ppour que ce soit un polyndéme homogéne
de degré r en les Xj , et la proposition 10.5 montre alors que ce choix est
unique. Posant X; = X +c; , on vérifie immédiatement que b EX'iél + léX'i
(mod ]I'__'_l) . Enfin, on vérifie facilement que la continuité de 1'application A
et le fait que l'on a choisi pour les c; des polynémes homogénes en les Xj
impliquent que les X‘i = Xi+c:.l forment encore un systéme de coordonnées pour

B (ces précautions n'étant utiles que lorsque la dimension est infinie).
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CHAPITRE II

COVECTEURS DE WITT

Dans tout ce chapitre, p est un nombre premier fixé.

§1.- Vecteurs et covecteurs de Witt.

1.1. Pour tout entier n = 0 , soit @n le polyndéme, & coefficients entiers ra-

tionnels, en les variables XO,XI,... ,Xn défini par

n-1
+pxP o+ L+ X

n
_ P
X)) X 1 _—

aE(XO,XI,... - 0

n
Rappelons (cf, par exemple, [43], p. 50) que, pour tout polynéme

dans ZI[X,Y] ., il existe une suite et une seule de polynémes

wo € Z[XO,YO] ,

v € z[xo,xl,yo,yl] ,
b€ BIXGX XYY Y
tels que, pour tout entier n = 0 ,
‘h(@n(XO,Xl, .. ’Xn) ’Qn(YO’ e ,Yn)) = én(lbo,\bl, ce ,Wn)
En particulier, au polynéme ¢ =S = X+ Y correspond des polynémes
- - P yP_ P i}
SO X0+YO ' S1 X1+Y1+(X0+Y0 (X0+YO) )/p,...,Sn,... et au poly
néme V = P = XY correspond des polynémes P0 = XOYO ,
p p
= +
P X, Y Y1X0+pX1Y1,...,Pn,...

Les Sn et les Pn définissent un schéma en anneaux commutatifs,

NERER: VPP ;YO,...,Yn,...] .

D'ol un foncteur covariant W de la catégorie des anneaux commutatifs dans

affine sur Spec Z , d'algébre affine Z[XO,X

elle-méme. Si R est un anneau commutatif, W(R) est l'anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans R (sous-entendu relatifs au nombre premier p ).

Un vecteur a € W(R) s'écrit

a = (aO,al,...,a ,...) , avec les a; €R .

...b_,...) € WR) , on a
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