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X' = X, d = X' X' '
i i (mo Tr) et AXi Xi®1 + 1®Xi (mod Ir+l)

Démonstration : posons AX = Xi®1 + 1é>XJ,L +b, , avec bi € ]]'r . On voit
que bi est un tenseur symétrique et que, comme bi = —aXi , abi =0 . Il ré-
sulte de la proposition 10.5 qu'il existe c, € Ir tel que aci = bi (mod I;_,_l) ;
il est clair que l'on peut choisir c; Ppour que ce soit un polyndéme homogéne

de degré r en les XJ. , et la proposition 10.5 montre alors que ce choix est

unique. Posant X{ = X;+c; , on vérifie immédiatement que AX'i =X'@l + 18X
1 1

(mod ]II‘+1) . Enfin, on vérifie facilement que la continuité de 1'application A

et le fait que l'on a choisi pour les «c;

i des polyn6tmes homogénes en les Xj

impliquent que les X'i = Xi+ci forment encore un systéme de coordonnées pour

B (ces précautions n'étant utiles que lorsque la dimension est infinie).
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CHAPITRE II

COVECTEURS DE WITT

Dans tout ce chapitre, p est un nombre premier fixé.

§1.- Vecteurs et covecteurs de Witt.

1.1, Pour tout entier n = 0 , soit @n le polynbéme, a coefficients entiers ra-

tionnels, en les variables XO’XI"" ,Xn défini par
-1
_ P" ph n

én(XO,Xl,...,Xn)—XO +}0X1 + ... +an.

Rappelons (cf, par exemple, [43], p. 50) que, pour tout polynéme
dans Z[X,Y] , il existe une suite et une seule de polynémes

by € Z[XO,YO] ,

v € Z[XO,XI,YO,Yl] ,

IC z[xo,xl,...,xn,YO,Yl,...,Yn] .

tels que, pour tout entier n > 0 ,

¥ ( X),8 (YO,...,Y ))=§n(¢0,¢1,...,¢)

(XO’Xl""’ n ' "n n

)
n
En particulier, au polynéme ¢ =S = X+ Y correspond des polynémes
_ _ p p _ p _
Sp = Xg*tYy . 8, =X +Y, +(X0+YO (XO+Y0) )/p,...,Sn,... et au poly
néme = P = XY correspond des polynémes PO = XOYO ,

Yl""’Pn""

Les Sn et les Pn définissent un schéma en anneaux commutatifs,
) , N : .
affine sur Spec Z , d'algébre affine Z[XO’XI’ v ’Xn’ e s YO, e ’Yn’ A
D'ot un foncteur covariant W de la catégorie des anneaux commutatifs dans
elle-méme. Si R est un anneau commutatif, W(R) est l'anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans R (sous-entendu relatifs au nombre premier p ).

Un vecteur a € W(R) s'écrit
..a_,...) , avec les a; €R.

"bn"") € W(R) , on a
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at+tb=5s-= (SOI-V--,Sn,...) et a.b=p= (pO,.>...,pn,...) avec
s, =8,(@p.ay . .a by by b))
p, = Pn(ao’al""’an ; bO’bl""’bn)

1.2. Pour tout entier m > 1 , on peut considérer le schéma en anneaux Wm
des vecteurs de Witt de longueur m . Pour tout anneau commutatif R ,

Wm(R) est l'ensemble des a = (ao,al,...,a ) ., avec les a, € R, l'addi-

m-1
tion et la multiplication étant définies par les mémes formules que pour W(R)

Pour m entier > 1 et a = (aO,al,...,an,...) € W(R) , posons
(m) _ . . S s
a = (ao,al,. .. 'am—l) € Wm(R) . Il est clair que l'application qui & a as
socie g(m) est un homomorphisme de l'anneau W(R) sur Wm(R)

On voit que W(R) s'identifie & la limite projective des Wm(R) , ce qui
permet de considérer W(R) comme un anneau commutatif linéairement topologi-

sé, séparé et complet.

Soit k un anneau commutatif et soit R un k-anneau. L'application ca-
nonique de W(k) dans W(R) munit W(R) d'une structure de W(k)-anneau.
Pour tout entier m =1 , l'application canonique composée
wi(k) - Wm(k) - Wm(R) munit Wm(R) d'une structure de W(k)—a;meau. On voit
que W(R) s'identifie encore & l}p Wm(R_) , en tant que W(k)-anneau. En par-
ticulier, - W(R) peut &tre co_nsidéré comme un W(k)-anneau linéairement topolo-

gisé, séparé et complet.

1.3. Pour tout anneau commutatif R , et pour tout x € R , notons [x]
1'élément de W(R) défini par [x] = (x,0,...,0,...) . On appelle [x] le

représentant multiplicatif ou le représentant de Teichmiiller de x dans W(R)

I1 résulte de la définition des polyndémes Pn que l'application x — [x] est
multiplicative (i.e., on a [xlly]l = [xy] , si x,vy € R). On voit aussi que,
si x €R etsi a=(ag,...,ap,...) € WR) , on a

= P p"
[x]a (xag,xa;, ..., xPa ,...)

Soit alors k un anneau commutatif parfait de caractéristique p . Soit

o le Frobenius absolu sur k et sur W(k) (on a donc ox = «® si x €k ,

_ (PP P Co oo
et 0oa (ao,al,...,an,...) si a (aO,al,...,an,...) € W(k) . On voit fa
cilement que, dans W() , p=(0,1,0,...,0,...) , que
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Wm(k) = W(k)/me(k) et que, si a = (ao,al,...,an,...) € Wk) , on a
2 ny_-n S n_-n N .

a= Yplo (a)l= Zpo ([a]). Dans le cas particulier od k est un
n=0 n n=0 n

corps, W(k) est un anneau de valuation discréte, complet, de caractéristique
0 , de corps résiduel Wl(k) = k , aboslument non ramifié (i.e. p engendre
1'idéal maximal de W(k) ).

Soit maintenant A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet,

et soit QA l'ensemble de ses idéaux ouverts. Pour tout entier m , Wm(A)
s'identifie & lim W (A/8) , ce qui permet de considérer les Wm(A) et
aeq)
A

W(A) = lim Wm(A) comme des anneaux linéairement topologisés, séparés et

complets.

Ceci s'applique en particulier au cas o A = W(k) = lim Wm(k) , avec
k anneau parfait de caractéristique p . On vérifie alors facilement(que l'ap-
plication qui & [x] (représentant multiplicatif, dans W(k) , de x € k ) as-
socie [[x]] (représentant multiplicatif, dans W(W()) , de [x] € W(k) ) se
prolonge de maniére unique en un homomorphisme continu de la structure d'an-

neau de W(k) dans W(W(k)) : si x € W(k) , on voit que son image dans

W(W(k)) est (X.,X.,...,X ,...) ol les x_ se calculent par récurrence au
0’1 n n n-1 _n n
moyen de la formule o%(x) = 510) + pzllj T Px

En particulier, si R est un W(k)-anneau, on peut considérer W(R) et
les Wm(R) comme des W(k)-anneaux. On voit que W(R) s'identifie encore &
la limite. projective des Wm(R) , en tant que W(k)-anneau. Si x € k et si

n
= i = o .
a (ao,al,...,an,...) € W(R) , on voit que [x]a ([x]ao,...,[ (x)]an,...),
on a des formules analogues pour les Wm(R) . Si on suppose R séparé et

complet pour la topologie p-adique, on voit qu'il en est de méme des Wm(R)

et de WI(R)

Dans le cas particulier o R est un k-anneau, on peut aussi le consi-
dérer comme un W(k)-anneau et on voit que les deux structures de W(k)-anneau

définies sur W(R) coincident.

1.4. Le morphisme de schémas affines V. : W - W , qui a
m m m+1
) €W (R) , est com-

(aO,al,... a ) € Wm(R) associe (0,a ,a

-1 0817 % m+1
patible avec l'addition. Par passage & la limite, on définit ainsi un Z-foncteur

u .
en groupes CW = 1_1_£n Wm que nous appelons le groupe des covecteurs de
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Witt unipotents.

On voit que, pour tout anneau commutatif R , un élément a € CWU(R)

peut se représenter comme un "covecteur unipotent"

a=f_)en = Geovaiea_ag)
ol les a_, € R et sont presque tous (i.e. tous sauf un nombre fini) nuls. La
somme de deux covecteurs a = (...,a _,...,a,) et b=(..,b ,...,b)
u -n 0 -n 0
de CW (R) est le covecteur ¢ = (""c-n""'CO) otl
c =38 (a fee.,@ ,a_ ;b feeeaD o ),
-n m -m-n -n-1""-n -m-n -n-1'"-n

pour m suffisamment grand.

1.5. Nous allons maintenant définir un Z-foncteur en groupes que nous appel-

lerons le groupe CW des covecteurs de Witt et qui contiendra cwt comme

sous-foncteur en groupes.

En tant que Z-foncteur, pour tout anneau commutatif R , CW(R) est

formé de l'ensemble des "covecteurs" a = (...,a _,...,a .,a.) avec les

-n -1'70" 7

a n € R , vérifiant

il existe un entier r =0 tel que l'idéal de R engendré par les a ,

() pour n=r , est nilpotent.

Si @ : R - 8S est un homomorphisme d'anneaux, l'application CW/(wp)

est définie de maniére évidente, composante par composante.

Si r et s sont des entiers = 0 , notons, pour tout anneau commuta-
tif R, er S(R) l'ensemble des a = (...,a_n,...,a_l,ao) , avec les
a_, € R , vérifiant

la puissance s-iéme de l'idéal engendré par les a 0’ pour nz=r,

(v )

r,s’ (est nulle.

On voit que CWr s qui est un schéma affine, est un sous-Z-foncteur de
1

CW et que CW est la réunion des CWr s

Pour définir la loi de groupe sur CW , nous aurons besoin de la propo-

sition suivante :
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PROPOSITION 1.1.

et b

- Soit

R

COVECTEURS DE WITT

un anneau commutatif et soit a =

= (ceeyb__eesBy)

des éléments de

i) pour tout entier

S (a P
m -n-m

.. a

-n-

n =

1

CW(R)

0 ., la suite des

a :

-n

ii) pour tout n € IN , soit

1'élément s

la condition

= (...

’

(v)).

S

1 e e

-n

b

-n-m’ """

S

. Alors

’b—n) est stationnaire ;

la limite de la suite précédente ;

Commengons par démontrer deux lemmes

LEMME 1.2. - Soit t

> 0 tels que WO#O et wy+pw

Alors

un entier

w,tw, + ... +tw
0 1

t

>

>

1

0 et soit

.,sO) € CW(R)

w

+ ... tpw
P Wy

t(p-1) +p .

La démonstration se fait par récurrence sur

(i.e. les

O'Wl'

c el W

t

S
-n

vérifient

des entiers

t+1

est divisible par p

t

B c'est clair si t =0 ;
8 si t=>= 1, on voit que w0 doit é&tre divisible par p et s'écrit donc
= i > o= + fo=
w0 vp , avec Vv entier =1 Posons WO v wl ett_lwi wi_'_1
pour 1 <i < t-1 . Alors Wb #0 et Wyt PWy L.+ W;:_l est di-
visible par pt . L'hypothése de récurrence implique que
L+ w!' o+ + w' > (t- - + - -
Wyt W Wt—l>(t 1)(p-1) +p, ou v w1+...+wt2(t 1)(p-1) +p
donc Wotwy L w2 (t-1)(p-1) + p + v(p-1) = t(p-1) +p .
LEMME 1.3, - Pour tout entier r = 0 , soit ‘Or 1'idéal de l'anneau des po-
lynémes Z[(X—n)nE]N'(Y—n)nE]N] engendré par les X_r1 et les Y—n , avec
n=>r . Soit r et s des entiers > 1 . Alors
s
s : = PP G , reeer b
qm{x—m""'XO ! Y—m""'YO) Sm+1(x-m—1’x—m 0 Y—m—l Y-m YO) (mod r)
. r-1 si s<p,
‘@ur tout entier m = o1+ (s—p)/(p—l) si s=p .
Démonstration : observons qu'il résulte de la définition des polynémes
Sn que, si l'on donne aux variables Xi et Yi le poids pl , le polynéme
, : n
Sn(XO’ T S YD’Yl""’Yn) est isobare de poids p ; et que
Sm+1(0'XO""'Xm ; O,YO,...,Ym) = Sm(XO, 1""'Xm H YO'Yl""'Ym)
On en déduit que Tm = Sm+1(x—m—1""’Y0) - Sm(X_m,...,YO) s'écrit

comme combinaison linéaire a

forme

Xuo YVo Y
-m-1"-m-1"-m

v

1

S

coefficients entiers rationnels de termes de la

“m+l,m+1
YO

X

-m """

0
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N

ol les Uy et les v, sont des entiers =0 et o, si l'on pose

m+1 m+1
w

+ + + =
pw, + ... +p mt1 - P

w, =u,+v, , ona w t
i i i D;‘éOe WO

En particulier, pour tout entier t vérifiant 0 <t < m ,

t +
W + pwy + ... +p A est divisible par pt 1 et le lemme 1.2 implique que
t(p-1)+p
+ + ...+ > -1) +
Wy T W, w, = t(p-1) + p , donc que Tm € Dm+1—t
Pour t = 0 , on voit que Tm € bﬁl_‘_l , ce qui démontre le lemme, pour

s <p.

Si s>p, etsi m=r-1+(s-p)/(p-1) , posons t=m+1-r . On a

(p-1)+p

t s
0 <t=m t T b c b -1) +p =
\e mer . car t(p-1) +p = s

Démonstration de la proposition 1.1 : soit r' et s' (resp. r" et s")

des entiers tels que a € CWr' s'(R) (resp. b € CWr",s"(R))' Posons

r = max{1l,r',r"} et s = max{p,s'+s"} . On voit que 1'idéal engendré par les
a_n et les b_n , avec n =>r , a sa puissance s-iéme nulle. Il résulte du
lemme précédent que, quel que soit l'entier n = 0 , pour tout

m=r-1+(s-p)/(p-1) , on a

S (a ..,a :b ,eeb ) =8 (a

. ....a ;b
m -m-n’ -n’ -m-n -n m+1" -m-n-1""""""-n’ "-m-n-1""""""-n

d'oll l'assertion (i).

La deuxiéme assertion est évidente. Plus précisément, on voit que si

CWwW t
a € r',s‘(R) et b € er”,s"(R) , alors s € Cwmax{r',r" ,s'+s"(R)

La proposition 1.1 donne un sens a l'énoncé suivant :

PROPOSITION 1.4.- Soit R un anneau commutatif, Si a = (...,a_n,...,ao) et
b = (""b—n""’bo) € CWR) , posons a+b =35 = (""S—n""’SO) avec

2 = 1 :

(2) *_n }ﬁr_?m Sm(a—n-m"‘”a—n—l’a—n ! b—n—m""’ —n—l’b—n)

La loi + est une loi de groupe abélien sur CW(R)

Démonstration : la commutativité et l'existence d'un élément-neutre

0 =¢(...,0,...,0,0) sont évidentes. Montrons que si a , b , ¢ € CWQR) ,

|

+ (b+c) = (@a+b) +c . Pour i =1,2,3 , soit r, et s des entiers tels que

€ CW (R) , becCw (RN, c €CW (R) . Posons
rl,sl 1”2,52 I‘3,33

|

= max{1,r

inl

, T, ,T t = ,S,+s, + i i érifi
1Ty 3] et s = max{p s;ts, 33} et soit m un entier vérifiant

m=r-1+(s-p)/(p-1) . Comme a+b € CW (R) et
I'1+I'2,Sl+82
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b+c € CW (R) , on voit tout de suite, en appliquant le lemme 1.3,
- - r2+r3,s2+s3

|
que les composantes d'indice -n de a + (b+tc) et de (a+tb) + ¢ ne dépen-

dent que des a o b { + C_; avec i < n+m . On peut pour les calculer

remplacer les a_; . b_i ., c_; pour i >n+m par 0 . Elles sont donc éga-

N e iz u
les, d'aprés l'associativité dans CW (R)
L'existence d'un inverse se démontre de maniére analogue.

Il est clair que si ®© : R » S est un homomorphisme d'anneaux commuta-
tifs, l'application CW(wp) : CW(R) -» CW(S) est un homomorphisme de groupes.

On a donc bien muni CW d'une structure de Z-foncteur en groupes.

1.6. Pour tout anneau commutatif R , notons ‘RR l'ensemble des idéaux nil-

potents de R . Pour tout n € 'ﬁR et tout entier r = 0 , soit CW(R,n,r) le

sous-groupe de CW(R) formé des éléments a = (...,a_n,...,ao) tels que

a_, €n si n=r. On voit que CW(R,n,r) s'identifie a l'ensemble des
applications de {(0,-1,...,-n,...} dans R qui sont telles que l'image de -n
appartient 3 n si n > r . On munit cet espace de la topologie de la conver-
gence simple. Autrement dit, lorsque l'on identifie, de maniére évidente,
CW(R,n,r) a Rrxn]N , on obtient la topologie du produit direct (chaque facteur

étant muni de la topologie discréte).

On voit immédiatement que CW(R,n,r) devient ainsi un groupe topologi-

que.

Le groupe CW(R) s'identifie & la limite inductive des CW(R,n,r) , pour

n € NR et r € IN . On appelle topologie naturelle de CW(R) la topologie de

la limite inductive.

Il est immédiat que CW(R) est séparé et complet pour cette topologie et

que CWu(R) est un sous-groupe dense de CW(R)

Enfin, il est clair que si ¢ : R - S est un homomorphisme d'anneaux
commutatifs, l'application CW(yp) est continue ; autrement dit, on peut consi-
dérer CW comme un foncteur covariant de la catégorie des anneaux commuta-

tifs dans celle des groupes topologiques.

Remarque : pour tout n € R, soit CW(R,n) = 111,3\1 CW(R,n,r) . C'est le
re
sous-groupe de CW(R) formé des éléments dont les composantes sont presque
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toutes dans n . On voit que la topologie du sous-groupe CW(R,n) est celle § 2. - Endomorphismes.

N
du produit direct restreint (cf. par exemple [34], p. 138) R relativement a
Dans tout ce paragraphe, on désigne par k un corps parfait de caracté-

n pour chaque composante. L
ristique P . On pose A = W(k) et on suppose A muni de la topologie p-

Pour tout entier s > 0 , soit U(R,n,s) l'ensemble des  eon adique. On désigne par o le Frobenius absolu sur k et sur A .
a = (...,a_n,...,a_l,ao) tels que a_n €n , pour tout n , et a_n € nP , ‘
si n <s . Il est clair que les U(R,n,s) , pour s € N , forment un systéme 2.1. Par restriction & la catégorie des k-anneaux, CW (resp. CW") définit
fondamental de voisinages ouverts de 0 dans CW(R,n) . En utilisant le ca- ﬁ un k-foncteur en groupes cw, (resp. CWE) . Ici encore, pour tout k-anneau
ractére isobare des polynémes qui définissent l'addition dans les vecteurs de i R , le groupe topologique CWk(R) est le séparé complété de CWE(R) pour la
Witt (cf. n° 1.5), on voit que les U(R,n,s) sont des sous-groupes. Le groupe | topologie naturelle.

CW(R,n) admet donc un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 for- ; .
Soit R un k-anneau et soit m un entier =1 . On sait (cf. n°1.2)

mé de sous-groupes.
que Wm(R) a une structure naturelle de A-anneau : si

X = (XO'XI""'Xn"") € Wk)=A etsi a-= (ao,al,...,am_l) € Wm(R) , on

1.7. Comme tout Z-foncteur en groupes, CW s'étend, de maniére évidente a

v voit que xa = (b.,b,,...,b ) , avec b, = P,(x.,%X,,....,%X,;a ,al,...,a,)
la catégorie des anneaux commutatifs, linéairement topologisés, séparés et com- | 01 m-1 1 1701 1 0 1
plets : si R est un tel anneau, on pose CW(R) = lim CW(R/a) (ot QR dé- En particulier, on voit que, si a = (aO""’am—l) € Wm(R) , on a
"R [x]a = m-1 ) k
signe l'ensemble des idéaux ouverts de R ). Les éléments de CW(R) peuvent (1) xla = (xao,o(x)al,...,o (X)am_l , pour x € :
encore se représenter comme des covecteurs a = (...,a_n,...,a_l,ao) , avec les | (2) pa = (olag,alf,_“,ai_l) )
a € R , vérifiant | m

-n , B) pa =0
pour tout idéal ouvert o d R , il existe des entiers r et s tels :

En particulier, on déduit de (1) que si x € k et si

(\yt) gque la puissance s-iéme de 1'idéal de R engendré par les a B
-n ‘ a = (a,,a,,...,a ) € W _(R) , on a
avec n=r , est contenue dans a i 0’71 m-1 m
-1 -1
v ([x]a) = (0,xa0,...,c5m Ka_ ) =0 ([x)vy()

On évitera, bien sdr, de confondre CW(R) avec CW(Rdis) , ol Rdis m , m-1

désigne l'anneau (sans topologie) sous-jacent & l'anneau topologique R : l'in- ’ Comme les [x] , pour x € k , engendrent un sous-groupe dense de A et
, X p m s
clusion évidente CW(Rdis) c CW(R) est, en général, stricte (sauf si la topo- j comme, d'aprés (3), Wm(R) est tué par p , on en déduit que, pour tout
-1

logie de R est la topologie discréte ). x € A ettout a€ Wm(R) , on a Vm(_>s_a_) =0 (z)Vm(g)

Pour tout entier m = 1 , l'application de Ame(R) qui & (x,a) asso-

cie ol_m(g)g munit le groupe additif de Wm(R) d'une structure de A-module.

Remarque : soit R un anneau commutatif, linéairement topologisé, séparé et

complet. Dans la suite, nous notons encore CWu(R) le groupe lir_n Wm formé

des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles. On prendra Ces structures sont maintenant compatibles avec les Vm et, par passage a la

. o 1 u
garde que l'inclusion de CWu(R) dans  lim CWU(R/u) est, en général, stric- ; limite, on en déduit une structure de A-module sur CW (R) . Comme Wm(R)
u uEQR | est tué par pm , on voit que CWu(R) est un A-module de torsion. On déduit
te. Toutefois CW (R) est encore un sous-groupe dense de CW(R) u
immédiatement de la définition que, pour tout a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CW (R),

on a les formules suivantes

(4) si x = (XO’Xl"”’X ,..) €A =W(k) , ona xa=/(.,b ,..,b) avec

n -n 0
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-n-m -n-m . _-n-m .
b =P (o (xg).0 (x,)..000 (x Jia_ @ _qea_), siom
est tel que a = 0, pour i >n+m ;
: - -1
5) si x€ k, Ixla=(.,0""®a ,...,0 ®a ,xa) ;
-n -1 0
- P p p
(6) ona pa = (""a—n—l""’a-—Z'a—l)

u .
Nous allons voir que A opére continiment sur CW (R) muni de la to-
pologie naturelle, ce qui va nous permettre de munir CW(R) d'une structure de

A-module topologique. Pour cela, commengons par établir un lemme :

LEMME 2.1.- Pour tout entier r = 0 , soit © 1'idéal de l'anneau des poly-

5 é 1 Y , c n=r . Soit r et s des
ndémes k[(Y—n)nE]N] engendré par les -n ave Soit et des
entiers > 1 . Alors, pour tout x = (XO’XI""’Xn"") €A, ona
-m -m
P (o " (xg)ieio TR DY YY)
-m-1 -m-1 S
= . d o
P (o (%) seens (Xm+l)’Y—m—1""’Y—1’Y0) (mod v )
r-1 si s<p

pour tout entier m > r=1+(s-p)/(p-1) si s=p.

Démonstration : soit R = k[(Y—n)HEJN] . Il résulte de la formule (4) ap-

u
pliquée au covecteur (0,...,O,Y_m,Y_m+l,...,Y0) € CW (R) que
-m -m
;Y LY
P (o (%) seeerO (= )i¥_ o
-m-1 -m-1 . v
=P 400 () seees0 (% )30 Y e 0
On voit facilement sur la définition des Pi que, si l'on donne aux va-
1o
riables Y_i le poids pm 1- les deux polynémes qui interviennent dans 1'é-
+

noncé du lemme sont isobares de poids pm 1 . On déduit donc de 1'égalité
précédente qu'ils différent par des combinaisons linéaires de mondmes de la for-

wq wy Wi Wit
me Y—m—IY—m"‘Y—l Y0 , ou les w, sont des entiers =0 , vérifiant

) m+1 m+1 . .
+ + + =

Wy Z0 et W, pw1 ...TDp Wm+1 p . La démonstration du lemme se

termine alors comme celle du lemme 1.3.

PROPOSITION 2.2.- Soit R wun k-anneau.

i) Soit x = (XO'Xl""'Xn"") €A et soit a =(..,a ,...,a,) € CW(R).

-n O)
Pour tout entier n > 0 , la suite des

—n—m(x) . o_n_m(x ):a a ) est stationnaire
o) e ) @ ey .

Pm(c

ii) Soit b_n la limite de la suite ci-dessus. On a

80

COVECTEURS DE WITT
b= (.,b_,..b_,b) €CWR

iii) L'application de A x CW(R) gqui & (x,a) associe xa = b munit le

groupe topologique CW(R) d'une structure de A-module topologique,

, p , u
de torsion, séparé et complet et CW (R) en est un sous-A-module

dense.

iv) Les formules (5) et (6) restent valables pour tout a € CW(R)

Démonstration : on sait (cf. n° 1.6) que CW(R) est réunion de ses

sous-groupes CW(R,n,r) , pour n parcourant l'ensemble des idéaux nilpotents

de R et r l'ensemble des entiers = 0

Il résulte du lemme 2.1 que si a € CW(R,n,r) , et si s est un entier
> p tel que nS =0, ona, pour tout x = (X.,...,X_,...) € A,

-n-m -n-m-1 0 n

= i >r-1+(s- -

P (o (xg)swva_) =P (0 (%) ) st m = r-1+(s-p)/(p-1) ,
d'od i) ; on voit aussi que b—n €n si n=r, donc que b € CW(R,n,r) ,
d'ou, a fortiori, ii) ; on a donc en fait, par restriction, une application de
A x CW(R,n,r) dans CW(R,n,r) . La continuité de cette restriction est mainte-
nant triviale, d'ou la continuité de 1'application de A x CW(R) dans CW(R)

puisque la topologie de CW(R) est celle de la limite inductive des CW(R,n,r).

s

Compte-tenu de ce que la restriction de A 'x CW(R) - CW(R) a
A x CWu(R) n'est autre que l'application qui définie la structure de A-module
déja considérée sur CWu(R) , les autres assertions de la proposition sont tri-

viales.

2.2. Soit R un k-anneau. Pour tout a = (...,a ) € CW(R) , posons

.e,@ .,a
-n’"""T-1"70

(7)  Fa = (...,a" ,...,aI_)l,ap) et Va = (...,a )

-n 0 —n—l""'a—Z’a—l

On vérifie immédiatement que les applications F et V sont des endo-

morphismes continus du groupe CW(R) et que, si a € CW(R) et x € A,

Flxa) = c®¥)Ffa ,
xVa = V(o®a) ,
FVa) = V(Fa) = pa

Notons alors Dk l'anneau de Dieudonné de k , i.e. l'anneau (non com-
mutatif si k #IFp ) engendré par A et deux éléments F et V soumis aux

relations
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x = o(x)F , pour tout x € A,
(8) xV = Vo(x) , pour tout x € A ,
= ! =

|

p .

Si 1'on munit l'anneau Dk de la topologie p-adique, on voit que l'action

de A définie par la proposition 2.2 et les formules (7) munissent CW(R)

d'une structure de Dk—module topologique.

Il est clair que la structure de D, -module & gauche qui vient d'étre défi-

nie sur chaque CWk(R) est fonctoriellke en R ., Elle définit donc un homomor-
phisme de l'anneau Dk dans l'anneau End(CWk) des endomorphismes (dans
la catégorie des k-foncteurs en groupes) de CWk . On vérifie facilement que
cet homomorphisme est injectif. Dans la suite, nous utilisons cet homomorphis-

me pour identifier D 34 un sous-anneau de End(CWk)

k
Remarques :

1.- Si on note bk = l_izn Dk/mek le séparé complété de Dk pour la
topologie p-adique, on voit que la structure de Dk—module a gauche sur CWk(R)
se prolonge en une structure de Dk—module topologique séparé et complet, et
qu'en particulier Dk s'identifie & un sous-anneau de End(CWk)

2.- Si R est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet, on’

voit que CW, (R) = lim CW (R/a) peut aussi étre muni d'une structure de Dk—
QGQR
module topologique, séparé et complet, limite projective des Dk—modules

CWk(R/a) . Si l'on représente les éléments de CWk(R) comme des covecteurs,

on voit que les formules (5), (6) et (7) sont encore valables et que

(4" si x = (XO’Xl’ ..,Xn,...) €A et a= (...,a_n,...,a_l,ao) € CWk(R) , on
xa = (.. ’b—n""’b-l’bo) avec
- n-m -n-m -n-m
b_ lim P (o (x.),0 (x))seuni0 (x )ia_ _ s..a_ A )
m-— +ow

3.- Le plongement canonique de Dk dans End(CWk) donné ici n'est

pas le seul possible, Soit en effet T wun automorphisme du corps k . Par
fonctorialité, il se reldve de maniére unique en un automorphisme de A = W(k);
celui-ci se prolonge en un automorphisme de Dk , encore noté T en posant
7(F) = F et 7(V) =V . Si on compose le plongement construit ici avec T on

obtient un autre plongement de Dk dans End(CWk)
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2.3. Soit k' un corps parfait contenant k . Il est clair que

CWk(k‘) = CWE(k') = CW, (k') est muni d= la topologie discréte. Soit

A' = W(k'") et soit K ]l<e corps des fractions de A' ., Tout élément de K'
s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme a = +§ pno—n([an]) , avec
les ar1 € k' ; on voit que l'application qui & a € K' rall>&‘,>;<;°cie le covecteur
(...,a_n,...,a_l,aO) est A-linéaire continue, surjective et que son noyau est
pA' . Le A-module K'/pA' s'identifie donc a CWk(k') . Par transport de struc-
ture, on en déduit une structure de Dk—module 3 gauche sur K'/pA' ; on voit
que l'action de F et V est donnée par Fa = ola) , Va = po (@) ., pour
tout a € K'/pA' . Comme la division par p définit un isomorphisme de K'/pA’

sur K'/A' , on peut dire aussi que CWk(k') est isomorphe & K'/A!
2.4. Notons CWA la restriction de CW , considéré comme foncteur sur la
catégorie des anneaux commutatifs linéairement topologisés, séparés et complets,

a la catégorie des A-anneaux de ce type.

Nous nous proposons de montrer que l'on peut identifier le sous-anneau
A[y] de Dk a un sous-anneau de l'anneau End(CWA) des endomorphismes
du foncteur en groupes topologiques CWA .

Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. On sait
(cf. n° 1.3) que le plongement canonique de A = W(k) dans W(a) = W(W(k))
est continu et nous permet de considérer les anneaux Wm(R) comme des A-

anneaux linéairement topologisés, séparés et complets ; en outre, si x € k et

si a = (ao,al,...,am_l) € Wm(R) , on a
- m-1 .
[x]a = ([x]ay, [o&)]a,,....[o7 "&)]a__)) ;
‘on en déduit que
_ m-1 -1
v ([xla) = (0,[xlag,....[o7 "]a ) =0 ([xDhV _a .
Comme les [x] , pour X € k , engendrent un sous-groupe dense de A , on

- voit que, pour tout x € A et tout a € Wm(R) , on a Vm(?sé) = O_l(gg)\/mg

Pour tout entier m = 1 , l'application de Ame(R) dans Wm(R) qui

N . 1- : -
a (x,a) associe o m(g(_)a munit le groupe additif de Wm(R) d'une structure
de A-module topologique, séparé et complet. Ces structures sont maintenant

compatibles avec les Vm et, par passage a la limite, on en déduit une struc-
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ture de A-module topologique sur CWu(R)

On déduit immédiatement de la définition que, pour tout

a= (...,a_n,...,a_l,ao) e cw'[®R) , on a les formules suivantes

(4") si x € A et si xo,g_l,...,g_cn,...) désigne l'image de x dans W(4) ,

on a Xa =r§.};llb—n"..lb—llb0) , avec
= T -n-m . . .
b__ Pm(c (g(_o),...,c (g{_m) ja_ @ ) siom est un entier tel
que a_i =0 si i>n+m ;
(5") si x €k, ona [x]la= (...,G_n([x])a_n,...,0_1([x])a_1,[x]ao)

PROPOSITION 2.3.- Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et

: u e ,
complet. L'action de A sur CW (R) définie ci-dessus est continue pour la

topologie naturelle et se prolonge en une action de A sur CW(R) qui munit

CW(R) d'une structure de A-module topologique, séparé et complet.

s8i a=(..,a_,..,a_.3) €CW R,

_1,[X]a0) , pour tout x € k;

i) ona I[xla= (...,c—n([X])a_n,...,0_1([x])a

ii) si x € A et si (3{_0,51,...,_>gn,...) désigne l'image de x dans
W@ , ona xa = (..,b ,....b ,b) , avec
I— -n -1'70 —_—
b = lim P (oM ...,o o m ;
n = o (o Xg)ii0 x )ia_ _ s..a_ag)

Démonstration : il s'agit d'une généralisation de la proposition 2.2 (tout

k-anneau, muni de la topologie discréte devient un A-anneau linéairement topo-

logisé, séparé et complet) et la démonstration est analogue :

on commence par considérer le A-anneau profini R = ALl ) 1] des
série formelles en les Y_n . En appliquant la formule (4") &

(...,0,...,0,Y_m,.. Y ,Y) € CWY®R) , on voit que, dans R ,

.7 —11 0
-m -m
P oo &y o &) YY)
-m-1 -m-1
= P .
m+1(0 () ,...,0 (§m+l) ; O,Y_m,...,YO)

Si 1'on note encore br 1'idéal de R engendré par les Y , avec
-n
n=r , le méme raisonnement que celui fait pour prouver le lemme 2.1 montre
que

p (o_m(z«;o),...,o_m(zm) P Yy)

m

-m-1
=P (o™ (50),...,0 (x LY

— Yy (mod ©)

-1'70
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si m est un entier satisfaisant les inégalités indiquées dans ce lemme.

En utilisant cette congruence, on en déduit le résultat dans le cas ou la
topologie de R est la topologie discréte par le méme raisonnement que celui
fait pour prouver la proposition 2.2. Le cas général s'en déduit par passage a

la limite.

2.5. Soit R un A-anneau, linéairement topologisé, séparé et complet. Pour

tout a = (...,a _,...,a

-n -1°

0) € CWA(R) , posons

(7") va = (...,a

Il est clair que V est un endomorphisme continu de CWA(R) . On voit
que l'action de A définie par la proposition 2.3 et celle de V qui vient
d'étre définie munissent CWA(R) d'une structure de A[y]—module topologique

(en désignant par A[y] le sous-anneau de Dk engendré par A et V).

S

Il est clair que la structure de A[y]—module 3 gauche qui vient d'étre dé-
finie sur chaque CWA(R) est fonctorielle en R . Elle définit donc un homo-
morphisme de l'anneau A[V] dans l'anneau End(CWA) du foncteur en groupes
topologiques CWA . Ici encore, on voit facilement que cet homomorphisme est

injectif et nous l'utilisons pour identifier A[V] & un sous-anneau de End(CWA).

§3.- Quelques séries formelles.

3.1. Soit S un anneau commutatif, que l'on suppose muni de la topologie
discréte, Soit X = (XO’X—I""’X—n"") une famille d'indéterminées indexée par
les entiers < 0 . Notons S[X] l'anneau des polynémes, & coefficients dans

S , en les X—n . On peut considérer S[X] comme un S-anneau topologique

pour la topologie discréte.

Soit S[[X]] 1le S-anneau topologique des séries formelles en les X—n
Si I = ]N(_]N) est l'ensemble des i = (io,i_l,...,i_n,...) ., avec les i_ €N,

presque tous nuls, S[[X]] est un S-module, topologiquement libre,‘ isomo.rphe

N . . i_ ot -n
4 S, avec une base topologique canonique, celle des XT = XO X—l "'X—n vee s

pour 1 € I . Tout élément de S[[X]] s'écrit, de maniére unique, sous la

forme i
S a.Xx= , avec les a, € S , arbitraires.
i€n 1 L
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Pour tout entier r = 0 , soit .br 1'idéal de S[zg] engendré par les
X_ . pour n=r . On voit que S[[x]] s'identifie au séparé complété de

S[X] pour la topologie définie en prenant comme systéme fondamental de voisi-
s

0’ pour r et s entiers

nages ouverts de 0 les idéaux de la forme br+ o

> 0 , En d'autres termes
slx]) = Lim S[X)/(o_+05) ,
et S[X] est un sous-anneau dense de S[[x]]

Considérons maintenant les trois S-anneaux topologiques suivant :

sOlxN = lim slx1/v’
sU[[x]] = Lm slxl/v_
sClx1] = 1im s[X]/v;

On constate facilement qu'ils s'identifient & des sous-anneaux de S[[X]]

contenant S[X] : si, pour tout i = (io,i_l,...,i_n,...) € I , et pour tout entier
r>0, onpose |i| = 2 i , ona:
I npe -0
. 2 .
SO[[K]] _ %Z aiﬁl— pour tout (r,s) € N , les ai_ , avec |L|r < sz )
i€l = sont presque tous nuls s

ST = 3 L e

pour tout r € N , les a, , avec li_lr =0,
1€l = sont presque tous nuls

SCIIx1] 232 ai}_(_l_ pour tout s € IN , les a; . avec IL‘O <s,
ien = sont presque tous nuls

On a un diagramme commutatif :

st
s[x] — s%[[x]] - slix]l
seiixn

ol toutes les fléches sont injectives et continues, a image dense.

3.2. Le produit tensoriel S[X] 8 S[X] s'identifie & l'anneau S[X,Y] des
polynémes en les indéterminées X_ ,X _,..., X ,... et Y_ Y _,....,Y ,... en
0'"-1 -n 0" -1 -n
posant X ®1 =X et 1®X =Y .
-n -n -n -n

Notons S[[X,Y]] (resp. SO[[X,’)_(]]) le produit tensoriel complété
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sllx éS slix]] (resp. so[[z]] és sO[[z]]) . Si l'on note encore v 1'idéal de

1
S[X,Y] engendré par les X—n et les Y—n , avec n =r , on voit que l'on a

aussi
s

o) et s’llx.¥) = um s[x,¥] /0]

sllx,¥ll = Lim s[x,¥]/(o_+v

Il est clair que S[[X,Y]l est l'anneau des séries formelles, a coefficients
dans S , en les X_rl et les Y_n . Avec des notations évidentes, tout élé-

ment de S[[X,Y]] s'écrit, de maniére unique, sous la forme » a, . X-¥-
i, jer il

A

S , arbitraires. Ici encore SO[[_X,X]] s'identifie & un sous-

’

avec les a, , €
1]
anneau de S[[X,Y]]

3.3. Nous allons voir que le Z-foncteur en groupes CW peut se décrire &

l'aide d'une structure de "bigébre topologique" sur l'anneau ZO[[X]]

Soit R un anneau commutatif, On a une bijection naturelle entre l'ensem-
ble des familles a = (...,a_n,...,ao) d'éléments de R indexées par les entiers
< 0 et l'ensemble des homomorphismes de l'anneau Z[X] dans R : & tout

correspond l'homomorphisme cpa défini par cpa(X_n) =a_ .

L'élément a appartient & CW(R) si et seulement s'il existe des entiers
r et s tels que l'idéal engendré par les a_, - avec n =r , & sa puissan-
ce s-iéme nulle. Il revient au méme de dire que le noyau de l'application ©,

]
contient 1'idéal nr

Par conséquent, si 1l'on munit R de la topologie discréte, on voit que
CW(R) s'identifie & l'ensemble des homomorphismes continus de l'anneau
Z[X] dans R , pour la topologie de Z[X] définie en prenant comme systé-

c 12 S .
me fondamental de voisinages ouverts de 0 les idéaux br . Autrement dit,

CW(R) = Hom @C[[x]11,R)
cont

Remarquons maintenant que le lemme 1.3 peut se réénoncer

LEMME 3.1.- La suite des S (X _,...,X ., X ;Y ,....Y _,Y ) converge dans
0 —_ m~ -m -1"70" "-m -1'70
z [[x,Y]]
Notons S = S(...,X _,....,X ., X ;...,Y _,....Y _,Y) la limite de cette
-n -1"7°0 -n -1’70
suite et posons
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SO = S = S( lx_nl---lx_llxo; IY_n/---IY_I{YO) 1

S_1 =8l X i X X i Y Y Y )

S =28(..X seens X X aaY yeeer ¥ Y )
-m -n-m -m-1""-m -n-m -m-1""-m

On voit que ce sont tous des éléments de ZO[[_X,X]] (ne pas confondre

= A . = ]
S0 S avec le polynéme SO(XO,YO) X0+Y0 1.

PROPOSITION 3.2.-
i) Il existe un homomorphisme d'anneaux continu et un seul

o+ 2°lx) — 2°00x7) & z°lx]] = 2°Ux. Y]] tel aue a(x_) =S__ .

pour tout n .

ii) L'application A munit l'anneau ZO[[)_(]] d'une structure de "bigébre

topologique", linéairement topologisée, séparée et compléte.

iii) Pour tout anneau linéairement topologisé, séparé et complet R , le

groupe CW(R) s'identifie & Homcont(ZO[[x]],R) (la_structure de

groupe sur ce dernier ensemble étant induite, de maniére évidente,

par A .

Démonstration : c'est clair !

Remarques :
1.- On voit de méme que, pour tout anneau R (sans topologie), le
groupe CWY(R) s'identifie & Homcont(Zu[[x]],R) , ot l'on a mis sur R la

topologie discréte.

2.- Soit k un corps parfait de caractéristique p . Il est clair que, pour

a

tout k-anneau R , CWk(R) s'identifie aussi & l'ensemble des homomorphismes

continus du k-anneau kO[[X]] dans R ; le plongement de D, dans

End(CWk) induit un homomorphisme de l'anneau opposé a Dk dans l'anneau
des endomorphismes continus de la bigébre topologique ko[[P_(]] . On peut faire

le mé&me genre de remarque en remplagant k par A = W(k) et Dk par A[y].

3.4. Pour tout anneau topologique S et tout S-anneau topologique B , nous
notons Q,(B) le module des S-différentielles continues de l'anneau B et

S
d =d l'application canonique de B dans Q,(B)

B/S S
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11 est clair que ZO[[X]] s'identifie & un sous-anneau topologique de

CDO[[X]] et que QZ(ZO[[Q{_]]) s'identifie & un sous—ZO[[_}g]]—module topologique

de QQ(CDO[[X]]) . Posons
p@’([x1]) = fo € @°lxI]] da € a @ [[xI)}

On voit que P(ZO[[X_]]) est fermé dans CDO[D_(]] . C'est le sous—ZO[[g_i]]—
module de CDO[[X]J formé des séries formelles Z\aiX'l‘ (la sommation étant

i _,...) € I[\I({O’_l""’-n""}) ) & coefficients dans

i
oriqreig
@ qui, d'une part, sont dans CDO[[X]] (i.e. on a un nombre fini de ai #0

étendue aux i = (i

avec |i_|r < s, pour tout couple (r,s) € IN? ) et, d'autre part, satisfont

i 3y € Z , pour tout i et tout entier n = 0 .
On définit de la méme maniére
p@’([x,¥]]) = o €@ llx,¥)]|do € oy @ [x,¥I)]

Nous allons établir le résultat suivant :

PROPOSITION 3.3.- Soit S,S_,,...,S__,... les éléments de ZO[[x,x]] qui
définissent la structure de bigébre topologique de %0[[5]] . Alors
n . n . n
i) les séries de terme général p nXl_jn , P nYI_Dn , P nSI_Dn convergent

dans P(ZO[[X,X]]) et l'on a

© _ n © _ n © _ n
Tp P+ T p WP = DplsP
n=0 -n n=0 -n n=0 -n
o n_y nq
ii) les séries de terme général XP “tdx , YP “*ay , sP Ti4s
-n -n -n -n -n -

convergent dans Q%(ZO[[X,X]]) et l'on a

e n © n_ @ l’l_
2xP -lgx  + YR lay = P las .
n=0 -n  p=0 -n -n =0 N -n

Démonstration : la proposition résulte trivialement du lemme suivant :

LEMME 3.4.- Pour tout entier r = 0 , soit b, l'idéal de Q@[X,Y] engendré

par les X—n et les Y—n , pour n = r ., Quels que soient les entiers r et

s =2 0 , il existe un entier m(r,s) tel que, si m = m(,s) , alors

m __ n m __ n m __ n —
T ™P + Lp™P = ¥ p "SSP (mod b°) ,
n:O -n n=0 -n n=0 -n r

ol Ff désigne 1'adhérence, dans coo[[z,x]] , de l'idéal nf de @lx,Y] .

Démonstration : il est clair qu'il suffit de démontrer ce lemme lorsque les

r
entiers r et s satisfont r>1, s =p et s £ p . Montrons qu'alors la
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congruence annoncée est vérifiée dés'que m = r-1+(s-p)/(p-1)

il résulte de la définition des polynémes Sn que l'on a

m n m _. 0 m _, ph
TP+ P = TP
n=0 - n=0 N p=Q -n
en posant T—n = Sm-n(x—m’x—m+1’""X—n;Y—m’Y—mH""'Y—n) . 11 suffit donc

n n —_
de montrer que, pour 0 €£n <m , on a TI_Drl = SI—)n (mod bf)

B Si n=r , on voit que T—n et S_rl appartiennent a l'adhérence de br ,
n n i
donc que Tlfn et Slfn appartiennent tous deux a ’oIP c nll?r c bf , puis-

que Sspr.

@ Si n<r, ona, daprés le lemme 1.3,

XX YY)
m -n -m -n -m -n

= Sm'+1—r1(x—m‘—1""’X—r1;Y-m'—l""

S
Y_ ) (mod o . ),

pourvu que m'-n = (r-n) -1+ (s-p)/(p-1) . C'est donc le cas si m' = m

et, par passage a la limite, on en déduit T_n = S_n (mod bf) ; donc, a

n n —
fortiori, TP = SP (mod v°)
== -n -n r

§4.- Le groupe formel des covecteurs.

4,1, Soit k un anneau commutatif, Par restriction & la catégorie des k-anneaux,

CW définit un k-foncteur en groupes CWk .

Soit k un anneau commutatif pseudo-compact. Par restriction & la caté-
gorie des k-anneaux finis, CW définit un k-foncteur formel en groupes que

N
nous notons CW car c'est la complétion formelle du k-foncteur CW

k k °

Soit R un k-anneau fini. C'est un anneau artinien et son radical 'R
PN
est nilpotent., On en déduit que CWk(R) = CW(R) s'identifie & l'ensemble des

covecteurs a = (...,a nr @ 1,ao) , avec les a N € R vérifiant

(V') pour presque tout n , a_, € rp -

4.2, Soit toujours k un anneau commutatif pseudo-compact. Si R est un k-
anneau fini, que l'on munit de la topologie discréte, on a

PN
CWk(R) = CW(R) = Homcont(ZO[[X]],R) . Considérons le produit tensoriel topolo-
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gique Bg = ZO[[XH éZ k = lim (ZO[[X]]/Df) ®Z (k/a) , pour r et s entiers
>0 et a idéal ouvert de k ; c'est un k-anneau topologique, linéairement
topologisé, et 6'\7Vk(R) s'identifie & l'ensemble Homcom(Bg,R) des homomor-
phismes corfinus du k-anneau topologique Bg dans R . Par conséquent (cf.
n® 1.4.8) CWk est un k-groupe formel dont l'algébre affine s'identifie a la

complétion profinie de Bg .
Si ® : R - S est un épimorphisme de k-anneaux finis, l'application
A~ ~

A~
CWk(tp) : CWk(R) - CWk(S) est clairement surjective ; par conséquent, le k-
PN

groupe formel CWk est lisse.

A ‘s C o - u P
De la méme maniére, par restriction aux k-anneaux finis, CW définit
N

un k-foncteur formel en groupes CWII;l . On voit que c'est un k-groupe formel
lisse dont l'algébre affine s'identifie & la complétion profinie de
. AN
Blli = ZU[[X]] ®Z k . Il est clair que CWE s'identifie de maniére naturelle &
Py
un sous-groupe de CWk .
Remarques :
S c > u,c o

1.- Soit CWk (resp. CWk’ ) la composante connexe de CWk (resp.
A~
CWE) . On voit facilement que, pour tout k-anneau fini R , de radical rR ,
on a

~ )

CW,_(R) = fa={( a_ ,ao)la_nErR , pour tout n=0} ,

N A~ A~

cw¥ CR) = cwl(R) n CWER) =

k k k
fa=(..,a__, ,ao) | les a__ sont tous dans r_ et presque tous nuls} ,
N ) ™ c S u,c L e s Y

et que l'algébre affine de CWk (resp. CJWk ) s'identifie & la complétion pro-
finie de BE = ZC[[X]] QA@Z k (resp. Bk = z[[x]] éZ k) ; on voit d'ailleurs que

Bk est déja profinie et s'identifie au k-anneau topologique k[[_}_{_]] des séries

-formelles en les X—n a coefficients dans k .

2.- Si k est artinien, la topologie de k est la topologie discréte, et
alors B0 = k%lx1 , BY = k%lx]1 , BS =«ClxN ., B, = klx]] .
k k k k
4.3. Supposons maintenant que l'anneau commutatif pseudo-compact k est
parfait de caractéristique p . On a un homomorphisme évident de l'anneau

PN
dans l'anneau End(CW

End(CWk) k) des endomorphismes du k-groupe formel

PN

CWk . On vérifie facilement que la restriction de cet homomorphisme & Dk est
AN

injective. Ceci nous permet d'identifier Dk 3 un sous-anneau de End(CWk)
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Remargues : supposons que k est un corps parfait de caractéristique p .

~
1.- Soit B l'algébre affine de 1'un des quatre k-groupes formels CW. |,

S S Su,c k
cw, , Cw_, CWw '~ . L'image canonique de Z[X] dans B s'identifie a

1'anneau k[}_{] des polynémes en les X—n a coefficients dans k et est den-
se dans B . Soit T un automorphisme du corps k et soit ¢ un endomor-
phisme continu de la structure d'anneau de B , T-semi-linéaire (i.e. tel que
o(x) = T(M)p(x) , si A€k, x €B). Comme k[X] est dense dans B ,

¢ est complétement déterminé par les cp(X_n) , pour n=>20

Le Frobenius FB est o-semi-linéaire et 1'on a évidemment FB(X—n) = X?n.

L'endomorphisme de multiplication par p est linéaire et il résulte de la formu-

le (6) du paragraphe 2 que p(X_ ) = xP

Le décalage VB est 0_1—semi—linéaire et vérifie FBVB = p . Soit Vi3

1'unique endomorphisme continu, -semi-linéaire, de B tel que

o
Vi ) = X—n pour tout n = 0 ., On voit que F_V. est linéaire et vérifie

B" -n n-1 ' B B
' = xP o= = "ol o= i
FBVB(X_n) X—n—l . On a donc FBVB P PBVB , d'ot VB VB , puisque
FB est injectif. En particulier
(1) VB(X—n) - X—r1—1
P

2.- La formule précédente implique que CWE est la "composante unipo-

o~
tente" de CWk (cf. n°1.7.6).

3.- Par complétion, on voit que ﬁk = lim Dk/mek s'identifie encore a
~ h -

un sous-anneau de End(CW,) . On voit qu'en fait D s'identifie & un sous-
k" k : ~
anneau de l'anneau Endcont(CWk) des endomorphismes "continus" de CWk

(i.e. des endomorphismes qui opérent continment sur chaque groupe topologique
AN

aN ~
CWk(R) ). On peut montrer que l'on a D, = End (CW,) . L'idée de la dé-
N

~ k cont k
monstration est la suivante : co/rilme CWE est "dense" dans CWk , pour c/o\n—
naftre un élément de Endcom(CWk) il suffit de connaftre sa restriction a CWE;
c'est 3{1 endomorphisme de (_{WE , d'aprés la remarqui\précédente (qui implique
que /(iWE est un soE\s—groupe "caractéristique" de CWk ) ; on vérifie que
]ind(CWE) = lim End((Wm)k) = lim Dk/\_/ka = ]E)‘;L ; il reste alors & constater que

Dk s'identifie & un sous-anneau de ]5%/ et qu'un élément de DkM définit un

P
. . u . Ve . N Ay
endomorphisme continu de CWk si et seulement s'il appartient a Dk .

4.4, Soit k un corps parfait de caractéristique p . Si R est un k-anneau
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profini, c'est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet et l'on a
N
encore CWk(R) = CWk(R) = CW(R) . C'est encore un Dk—module topologique.

N
Lorsque l'on représente les éléments de CWk(R) comme des covecteurs, on

voit que

B si R est un k-anneau profini local, son idéal maximal wm est topologique-

ment nilpotent et
a_n € R , pour tout n ,

k(R) 12 (...,a_n,...,a_l,ao) a_, € m , pour presque tout n ;

s
Cw
B dans le cas général, le k-anneau profini R s'écrit comme un produit

_— A~ AN
| IRJ, de k-anneaux profinis locaux et CWk(R) est le produit des CWk(R],) H
je]J

on a donc

a € R, pour tout n ,

EW (R =|a=( |
k TR T @ g8 0080 L pour j fixé, a4 ; € m,  pour presque
tout n ,
ou l'on a noté a_, j la projection de a_, sur Rj et mj 1'idéal maxi-
mal de Rj

4.5 On suppose toujours que k est un corps parfait de caractéristique p et
on pose A = W(k) , D

~ K
module topologique CWk(R) lorsque R est un k-anneau fini ou profini. Pour
cela, introduisons quelques définitions :

= A[F,v] . Nous allons étudier la structure du Dk—

soit M un Dk—module topologique. On suppose M profini (resp. pro-

artinien) en tant que A-module topologique (cf. n° I1.3.4)
B nous disons que M est un Dk—module A[F]-profini (resp. A[F] -pro-
artinien) si les sous-A[F]-modules ouverts forment un systéme fondamental

de voisinages de 0 ;

® de méme, nous disons que M est un Dk—module Dk—profini (resp. Dk—gro—

artinien) si les sous-Dk—modules ouverts forment un systéme fondamental de

voisinages de O

PROPOSITION 4.1.- Soit R un k-anneau fini ou profini.

o~
i) Muni de sa topologie naturelle, CWk(R) est un Dk—module A[F]-pro-

artinien.
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ii) Le sous-module C/WE(R) , .qui_est ouvert dans 6\\/\/’k(R) , est un Dk-

module A[F]-profini ; il est formé des ' a € C/VVk(R) tels gue la suite

des Png tend vers 0

N
iii) Le sous-module CWet(R) , qui est fermé dans (3/\7Vk(R) , est un D -

k k
module Dk—pro—artinien, discret si R est fini ; on a
et g o N
Wy R) = N F'EW,(R) = N p"EW, (R)

n=0 n=0

Démonstration : par passage a la limite, on voit qu'il suffit de démontrer

cette proposition lorsque R est un k-anneau fini. Soit alors rp son radical
et Ret la partie étale de R , de sorte que R = Ret @ 'R -

Montrons (iii). Il est clair que C/Vvit(R) = C/\7Vk(Ret) est fermé dans
Cf’\\/\/'k(R) . Comme r®t est réduit, il n'a pas d'idéaux nilpotents non triviaux
et on en déduit que C/\?VEt(R) = ka(Ret) s'identifie & CWu(Ret) et est muni
de la topologie discréte. L'anneau R®t  s'écrit comme le produit d'un nombre
et)

fini d'extensions finies ki du corps k . On voit que CWk(R s'identifie

a la somme directe des CWk(ki) ; si l'on pose Ai = W(ki) et si l'on note

Ki le corps des fractions de Ai , on sait (cf. n° 2.3) que CWk(ki) s'iden-

tifie, au A-module Ki/Ai , l'action de F étant donnée par Fa = o(a) , pour

. \ t
tout a € Ki/Ai ; on en déduit que 6\7\/2 (R) , isomorphe & la somme directe

des K,/A. est artinien et divisible, donc que

N
n P CWE(R) = m F CWE R) = CWe'R)
si n est un entier tel que lg = 0 , on voit que
s N
p"CW, (R) = z“cw ®R) = EW'R)
ce qui achéve de prouver (iii).
N.C .
Le Dk-module CWk(R) est formé des a = (...,a_n,...,ao) tels que
a_n € R pour tout n et est isomorphe, en tant qu'espace topologique au

produit direct rg\T . On voit que les

UR,r,,s)

R’S
ps—n

R , si n<s},

= {a=(.., , ,
fa=(..,a _, ,aO)Ia L€ pour tout n , et a_ €r

pour s € IN , forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0

LN.C
dans CW/(R) et sont des sous-A[ F] -modules.
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Soit {yl,yz,...,yd,} une base de 'R sur k . Pour n € IN et

P
1 <j<d' , soit Xn ., 1'élément de CW;(R) dont toutes les composantes sont

’

nulles, sauf celle d'indice -n qui est égale a yj . On voit tout de suite que

le quotient CW R)/U(R,r_.,s) est engendré, en tant que A-module, par les

images des Xn,j , pour Rn < s . C'est donc un A-module de type fini. Comme
CWk( ) est un groupe de p-torsion, on en déduit que les A[_If_] -modules
C/Wﬁ R)/U(R, (TReS s) sont des A-modules de longueur finie. Par conséquent,
C/\\NE( ) est un Dk—module A[F] -profini.

Soit m un entier tel que rg =0. On a Emg = 0 , pour tout v
a € C‘\?\/E(R) . Réciproquement, si a € CWk(R) est tel que la suite des En_a_

-\ et
tend vers 0 , on a En_@ € CWEt(R) , pour n=>m . Comme CWE (R) est
discret, on a Eng_ =0 , pour n suffisamment grand, et toutes les composan-

ZN\ C . N C
tes de a sont dans TR o donc a € CWk(R) . Par conséquent, CWk(R) est

N\
bien l'ensemble des a € CWk(R) tels que la suite des Eng tend vers 0 .

f
R R’S) , pour s € IN , forment

N
encore un systédme fondamental de voisinages ouverts de 0 dans CWk(R) . En

oSc
particulier, CWk(R) = U(R,t‘R,

prouver l'assertion (ii).

N A
Comme CWk(R) = CW(R,r.) , les U(R,r

P
0) est ouvert dans CWk(R) , ce qui achéve de

A~ P
Comme CW, (R) = 6\7VC(R) ® CWet(R) , l'assertion (i) résulte des deux

k k k
autres.

§5.- Relévement des covecteurs.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, k désigne un corps parfait de
caractéristique p , on pose A = W(k) et on note K le corps des fractions

de A ; on note o le Frobenius absolu opérant sur k , Wi(k) = A et K .

5.1. Appelons anneau p-adique (cf. Lazard, [35] p. 69 : Serre dit " p-anneau

strict" dans [43] p. 46) tout anneau R linéairement topologisé, séparé et
complet, dont la topologie est la topologie p-adique (autrement dit R = l_iin ﬂ/an ,
chaque quotient étant muni de la topologie discréte), et qui est tel que p est

non diviseur de zéro dans R .

De méme, nous appelons A-anneau p-adigue tout A-anneau linéaire-
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ment topologisé qui est un anneau p-adique.

Si R est un A-anneau p-adique et si l'on pose RK = &@A K , on voit

que R s'identifie & un sous-anneau de RK et que le A-module RK , muni de

la topologie p-adique, est linéairement topologisé, séparé et complet : on a

R’K = 141_1_11 RK/pmﬂ , chaque quotient étant muni de la topologie discréte.
PROPOSITION 5.1.- Soit R un A-anneau p-adigue. Soit

.l
a-= ("”é—n”"'é—l’éo) € CWA(R) . La série de terme général p nal_)n converge,

dans RK = R@AK , pour la topologie p-adigue. Notons v?fﬁ(é) la somme de

ainsi définie est une application

cette série. L'application w._ : CWA(R) - R

R K

A-linéaire continue.

Démonstration : on a CWA(R) = CW(R) = lim CW(R/me) . Posons

R = R/pR , et, pour tout aeER , notons a son image dans R . Si on se

donne une suite d'éléments é_n , pour n € IN , de R , on voit facilement

que (...,a_ ,...,a_;.,35) € CW,(R) si et seulement si
(...oa_ieia_j.ay) € CWR)
Soit & = (...,a_ ,....a_;,a)) € CW,(R) . Alors
a-= (...,a_n,...,a_l,ao) € CW(R) et il existe des entiers r et s tel que

1'idéal n de R engendré par les a_n , avec n =r , est nilpotent. Si t

t ~nt
est un entier tel que nP = 0 , on en déduit, en particulier, que a}_)n € PR ,

AL ~t.o.n-t n-t
pour tout n>r ; si n=>=r et n=>1t , ona donc af_’n = (agn)p € pP R
-na, N n-t . .
ou encore p aEn € pP DR : la convergence de la série de terme général
-n~,n 2 f 2 . n-
p aljn résulte alors de ce que, pour t fixé, la suite des p t—n tend vers

1'infini.

Considérons une suite ('a"m)mE]N convergente d'éléments de CWA(R) et

soit & sa limite. Posons a_ = (...,a V..., d ) et a=(..,3a _,..4&8).
= -m m,-n m,0 -n 0
On voit que la suite des a_ = (...,a eees@ ) converge, dans CW(R)
m m,-n m,0
vers a = (...,a _,...,a.) .
ers a = ( -n 0

Comme la topologie de CW(R) est celle de la limite inductive des
CW(@R,n,r) (cf. n®° 1.6), il existe un idéal nilpotent n de R et un entier r
tel que a_, €En et a_m €n po1ir tout n > r (et ceci quel que soit m ).
Choisissons un entier t tel que nP = 0 . Le méme raisonnement que celui

que l'on vient de faire montre que, si n>r et n =1t , on a
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—n.ph n-t_ —n.p n-t_p
p naP € pp nR et p ap € pp ® , quel que soit m
-n m,-n
Soit u un entier = 1 . Soit nO un entier vérifiant nO >r et no >t
tel que pn_ -n>=>u si n = n, . On voit que l'on a
-n.p" -n~p" u
P éfn =P oAl (mod p R) , pour tout n = ng et tout m
1

~

La convergence de la suite des a . dans CWA(R) vers & implique la

convergence, pour tout n fixé, de la suite des ém -n dans R vers é—n

’

Il existe donc un entier m, tel que si m = m, et n = n, , ona
a nom = a n (mod puﬂ) . Avec les mémes conditions sur m et sur n , on a
donc
n .n upn
aP = 4P (mod p = R) ,
-n,m -n

ou encore

n pn n prl upn-n
3 =p 4 d R)
p a ,=p a, (modp )
d'ou n N
-n~p __-n.p u
= d
pal,,=p a, (modp R)
car upn—nzu si n>0
©  _n.pt
On voit donc, finalement, que si m =>m, , ona w @Ea ) = Yp a
0 ® = m n=0 m,-n
o n )
est congru (mod puR) a Zp népn = VTIR(_@) , ce qui implique la continuité de
R n=0 -
w
R

Il résulte immédiatement de la définition des polynémes Sn que la res-
triction de \X/R 3 CWY(R) est additive. Comme on voit que cw'(R) est un
sous-groupe dense de CWA(R) , le fait que WR est additive s'en déduit par
continuité.

Comme le sous-groupe de A engendré par les [x] , pour x € k , est
dense dans A , il suffit alors, pour montrer que V}R est A-linéaire, de véri-
fier que VGR([X]Q) = [X]VTIR(Q) , pour tout x € k et tout a € CWA(R) ; ceci

résulte immédiatement de l'assertion (i) de la proposition 2.3 et du fait que

0 ™))" = [x]

Remargue : on aurait pu aussi déduire cette proposition de la proposition 3.3,

5.2. Soit toujours ® un A-anneau p-adique. Posons Rk =R ®A k=R . I

est clair que l'application canonique de R sur Ry induit une application A-
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linéaire continue de CWA(R) dans -CWk(Rk) ; on voit que cette application

est surjective et que son novau est le sous-A-module fermé CWA(pR) de

CWA(R) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont dans pR .

n ~
Comme p -n = 1 , pour tout entier n = 0 , on voit que l'image par WR de

CWA(pR) est pR . Par passage au quotient, on en déduit une application A-

linéaire continue, que nous notons WR de CWk(ak) dans le module quotient
Re/PR .

On voit que cette application WR peut se construire ainsi : si
a-= (...,a_n,...,a_l,ao) € CWk(Rk) , on choisit, pour tout n , un relévement
~ O o
a_. de a_n dans R ; alors la série de terme général p naf_)n converge

dans RK et son image dans RK/pR ne dépend pas du choix des relévements

des a : c'est wR(g)

Remarques.

1.- Il est clair que W et w sont des transformations naturelles au
sens suivant : soit R et 8 deux A-anneaux p-adiques et soit ¢ un homo-
morphisme du A-anneau R dans § ; il est clair que ¢ s'étend de maniére
unique en un morphisme cpK de R dans 8, = S®A K et induit, par passa-

K K
ge au quotient une application A-linéaire Pp de RK/pR dans SK/pS ; de

méme, ¢ induit un morphisme cpk de Rk dans Sk =8 ®Ak ; il est immé-
diat que les diagrammes
Wo w
CW, (R) ————R cw, (R,) RK/pR
1 cw ' T
1) (@) ’ ) cpKl (1) CW(cpk)J B l
Wg w
ch(g)__.sK cwk(sk) SK/pS

sont commutatifs.

2.- L'application WR n'est, en général, ni injective, ni surjective. Tou-

tefois, dans le cas ou Rk = k' est un corps parfait contenant k , on voit

que WR n'est autre que l'application réciproque de K'/pA' (o0 A'=W(k') ,

K' = Frac(A') ) dans CWk(k') construite au n° 2.3 ; en particulier wo est

alors un isomorphisme. Ceci reste, bien sdr, encore vrai dans le cas ou Rk

est le produit d'un nombre fini de corps parfait contenant k .

5.3. Soit R un anneau linéairement topologisé. Nous disons qu'un idéal I

de R est un idéal co-p-adique s'il est fermé et si l'anneau R/I , muni de la
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topologie quotient, est un anneau p-adique.

Nous disons qu'un anneau (resp. un A-anneau) est un anneau pro-p-adique
q

(resp. un A-anneau pro-p-adique) si, en tant qu'anneau topologique, il s'iden-

tifie a l_izn R/I , pour I parcourant l'ensemble des idéaux co-p-adiques de
® . En particulier, tout A-anneau pro-p-adique est un A-module topologique,

sans torsion.

Soit R un A-anneau pro-p-adique. Nous disons qu'une famille 3
d'idéaux co-p-adiques de R détermine la topologie de R siles I+ an ,
pour 1 € 3 et n € N , forment un systéme fondamental de voisinages de 0
dans R® . Il revient au méme de dire que tout idéal ouvert de R contient un
idéal de la forme I + an ,avec 1 €3 et n € IN . S'il en est ainsi, R
s'identifie & lim R/T .

13

Il est clair que, si R est un A-anneau pro-p-adique, l'ensemble 8&

de tous les idéaux co-p-adiques de { détermine la topologie de R .

Soit R wun A-anneau pro-p-adique et soit § une famille d'idéaux co-p-

adiques de R qui détermine la topologie de R . Nous posons RK =R ®A K
~3

et R, = lim (/1) ®, K = lim (R./IR,)
K 1 A e & K

Si I'on munit chaque quotient RK/IRK , qui est un espace vectoriel sur

K , de la topologie p-adique, RK devient un K-anneau topologique ; en tant

que A-module, il est linéairement topologisé : c'est le séparé complété de RK
pour la topologie définie en prenant comme systéme fondamental de voisinages
de 0 les sous-A-modules de la forme IRK+an , pour T €3, n €N .

~

L'injection canonique de & dans RK est continue.

Pour tout I € § , on a, d'aprés la proposition 5.1, une application A-

linéaire continue VGR/I de CWA(R/I) dans (R/I)K . La commutativité du dia-

A

gramme (1) permet de passer & la limite et on en déduit une application A-

linéaire continue

~3 ~3
wo CWA(R) - Ry .
. Coa a SN A3
Ici encore, si & = (..,a_,..,a_;.a)) € CW,(®) , WR(Q) est la somme

s s -n~ph
de la série convergente de terme général p apr1 .

De méme, si l'on pose Rk = R/pR , on définit, par passage au quotient,

ou par passage & la limite en utilisant la commutativité du diagramme (1'), une
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application A-linéaire continue

] ~%
W cwk(@k) - Ry /PR .

Si a = (...,a_n,...,a_l,ao) € CWk(Rk)8 et si é_n est un relévement de
a_, dans R , wg(g) est 1'image dans RK/pR de la somme de la série de

-
terme général p apn .

5.4. La construction de l'anneau R associé a un A-anneau pro-p-adique &

K 1
et & une famille 8 d'idéaux co-p-adiques de R qui détermine la topologie de

® , présente deux inconvénients

~3 . ..
8 la structure de RK dépend, en général, de maniére considérable, du choix

de la famille & ;

B si on choisit pour 38 Il'ensemble de tous les idéaux co-p-adiques de R ,

"2

~3 )
l'anneau R obtenu est en général "énorme" et peu maniable.

K
N ~3 B’
On est alors conduit & remplacer RK par un anneau plus agréable, l'an-
~an
neau RK des "fonctions analytiques", qui s'identifie & un sous-anneau de
~8
chacun des RK

Pour simplifier, nous n'allons donner la construction de éin que dans le

cas particulier ol nous en aurons effectivement besoin :
dans toute la fin de ce paragraphe, on note K' une extension finie tota-
lement ramifiée du corps K , e le degré de l'extension, A' 1l'anneau des

entiers de 'K' , ™ une uniformisante de A’

Nous allons définir 1'anneau S%;n lorsque R est un A'-anneau profini,
formellement lisse, "localement de dimension finie", autrement dit, R est un
A'-anneau profini et chaque composante locale de R est isomorphe & un anneau
de séries formelles, & un nombre fini d'indéterminées, & coefficients dans l'an-
neau des entiers d'une extension finie non ramifiée de K' . Pour alléger l'écri-
ture, un tel anneau est appelé, dans la fin de ce paragraphe, un A'-anneau

spécial.

Soit R un A'-anneau spécial et soit RK =R ®A K = R®A, K
8  Supposons d'abord que R est un anneau local et soit mR son idéal maxi-

mal. Pour tout entier s = 1 , soit IS le sous-A'-module de RK défini
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0 —n+ ~
par ] = L m n 1mrls . On note Ran le séparé complété du A'-module R
S n=1 R K K

pour la topologie linéaire définie en prenant les ]S comme systéme fonda-
mental de voisinages ouverts de 0 ; on a donc ﬁ;n = 1_i_xp RK/IS , chaque
quotient étant muni de la topologie discréte. On voit tout de suite que
IS.IS c IS et que ﬂ—tIS c Is' si (t+1)s' € s : on en déduit immédiate-
ment que le produit dans RK est continu, d'od une structure de K'-anneau
topologique sur é;n (la topologie de K' étant la topologie p-adique ; on
voit que f{;n est linéairement topologisé en tant que A'-module, mais pas
en tant qu'anneau).

B Si R est un A'-anneau spécial quelconque, et si R = l Rm est la décom-
A T an
position de ® en produits d'anneaux locaux, on pose REH = | l(Rm)K .

C'est donc un K'-anneau topologique, séparé et complet, et c'est un A'-mo-

dule linéairement topologisé.

PROPOSITION 5.2. -

i) Si R est un A'-anneau spécial, l'application canonique de ® dans

~an

RK est continue et injective.
o S an : e
ii) Si R et 8 sont deux A'-anneaux spéciaux, (R ®A' S)K s'identifie
. . fan 5 gsan . ~an san
ar
canoniquement a RK ®A' SK (ce_qui a un sens ¢ RK et SK

sont des A'-modules linéairement topologisés).

~an , P .
iii) La correspondance R = S%K est fonctorielle ; plus précisément, si

®: R - & est un homomorphisme continu de A'-anneaux spéciaux, il

~

, , . ~an i an .
existe un homomorphisme continu et un seul de RK dans 8K' qui.

prolonge @ .

Nous allons d'abord donner une description "explicite" de R;n lorsque le

‘A'-anneau spécial R est un anneau local. Dans ce cas, soit I un idéal de

R qui est un élément maximal de l'ensemble des idéaux co-p-adiques de R et
soit A" l'anneau-quotient /I . On voit que A" est l'anneau des entiers

d'une extension finie non ramifiée K" de K' et que, si l'on choisit un sys-

téme minimal de générateurs Xl’XZ""’Xd de I, l'anneau R s'identifie a
" —_ " 3 "I ' . s m
A [[2{,]] = A [[Xl,XZ,...,Xd]] . Soit RK le K'-anneau topologique lgn RK/I &K ,

chaque quotient, qui est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K

étant muni de la topologie p-adique (dans la terminologie du n° 5.3, on a

~I A8 _ M
RK—RK,avec g = (1)

I
). Il est clair que ® s'identifie & l'anneau

meN K
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ke[[x]] = K"[[Xl,xz,...,xd]] .

LEMME 5.3.- Reprenons les hypothéses et les notations qui précédent. La topo-

logie de RK définie par les ]S est plus fine gque celle qui est définie par

les I™+p'® . On en déduit une application continue de ﬁ;n <

, . o1z A1 .
Celle-ci est injective et son image est formée des éléments de S%LK qui peu-

dans R

n r
\)n sont des entiers tels que, pour tout e > 0 , la suite des —vn + ne tend

® -V
, n n
vent s'écrire sous la forme 2 m u avec u €1 , pour tout n , et les
n=0

vers 1'infini.

Remarque : la derniére assertion signifie que 1l'image de é;n dans RIK est

1,...,Xd) , & coefficients dans K" , qui sont

telles, que pour tout d-uple (xl,xz,...,x

formée des séries formelles f(X
d) formé d'éléments appartenant a
1'idéal maximal de l'anneau des entiers du complété C d'une cléture algébri-

que de K" , la série f(xl,xz,...,xd) est convergente dans C

Démonstration du lemme : pour tout i = (il,iz,...,i ) € ]Nd , posons

______________________ d
—i=xilxiz xid et |i| =1, +i,+..+1i, . On voit que tout élément de @
X 1 Xy Xy i 1 g e d - que é e e Ry
s'écrit, d'une maniére et d'une seule sous la forme
b dai)_(‘l‘ ,
i€EINT =

~

. ‘o I
) s'identifie au sous-anneau de R

avec les a, € K" , et que R (resp. R K

1 : K
formé des Eai&l' tels que 3y € A" pour tout i (resp. tels que les 3y

sont & dénominateurs bornés).

On voit aussi que 1'idéal maximal de R est mR = (m,I) = (n,Xl,...,Xd)
et on en déduit que, pour tout entier r = 1 , m; est 1'idéal engendré par les
nr_li—‘ggi— , pour 0 < |i] <r ; autrement dit m;; est un sous-A"-module fer-
mé de R , topologiquement libre, admettant comme base topologique les
nr_li—lgi_-i- , pour 0 s |i|] <r , et les . pour |li] >r .

Soit maintenant s un entier =1 ; si n > 1 , on voit que 1-r_-n+1mrlS

R
. ~1 . .
est un sous-A"-module fermé de Ry , topologiquement libre, admettant comme

ns—|i_|—n+1xi_ , pour 0 < |i] < ns , et les n—nﬂxi' ,

base topologique les m
pour ILI > ns . On en déduit facilement que Is est formé des éléments

Eaiz-l- de R, vérifiant

2

7]

1
=3

(la) si |i| =s , v(ai)

(lb) si ms < |l.l <(m+—1)s , vi@,)=-m+1, pour m entier > 1 ,
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ou l'on a noté v la valuation de K" normalisée par v(m)-= 1 .

i
Soit u = Zai jé— , pour j € IN , une suite d'éléments de Ry qui est

une suite de Cauchy pour la topologie définie par les Is . La condition (1a)

implique que, pour i fixé , la suite des a, j converge dans K" ; ceci

L

signifie que la suite des wu, est aussi une suite de Cauchy pour la topologie

définie par les ™+ an ; par conséquent, la premiére topologie est plus fine
L .. , , ~a ~1
que la seconde, et on voit immédiatement que l'application de RKn dans RK

que l'on en déduit est injective.

—_ ~

Soit IS 1'adhérence de ]s dans RII< (pour la topologie définie par les

™+ an ) : il est clair que _I-s est formé des Eaixl— € BiIK qui vérifient les

) . Un élément ZaizL € 8L est dans I'image de 22" si

I
b " K K
et seulement s'il est congru, modulo chaque ]S , & un élément de RK .

conditions (la) et (1

On voit facilement que tout élément de @II< qui n'est pas dans &K peut

o -
s'écrire sous la forme ¥ m Jul,1 ol
i=0 j
B les XJ_ forment une suite strictement croissante d'entiers = 0 ,
>0,

B les nj forment une suite strictement croissante d'entiers

7
en Xl""’Xd de u

n.
B pour tout j , u €1’ , et, si j =21, le terme homogéne de degré nj

n. Dn'a pas tous ses coefficients divisibles par m .
j
. . . ~a .
Supposons qu'un tel élément soit dans l'image de RKn ; on voit que,
-\; gl
pour tout s = 1 , presque tous les Jurl sont dans ]S . Mais, pour j=1,
-\ - j
m Jun € Is implique que - )\J_ > -m+1 si n, < (m+1)s donc que
j
- Xj+(nj/s) > 2 . Par conséquent, pour tout s > 1 , on a —-)\j+(nj/s) > 2,

pour presque tout j ; il est clair que ceci implique que, pour tout e > 0 ,

‘la suite des —xj+n.e tend vers l'infini, et 1'élément considéré est bien de la

forme indiquée dans le lemme.

© -\ -~
. . n o I n
Réciproquement, soit o = 2 m u un élément de R avec u_ €1 ,
n=0 n K n
pour tout n , et —\)n + ne tend vers l'infini, pour tout ¢ > 0 fixé. On a

alors, pour s fixé, - v, > —-(n/s)+1 , pour presque tout n ; ce qui,
—v _
d'aprés (lb) implique que 1'lur1 € ]S ; on en déduit que 1'élément considé-
ré est bien dans l'image de ﬁ*;n dans é/l:[< .
Compte-tenu du lemme précédent, la proposition 5.2, est essentiellement

triviale lorsque les A'-anneaux spéciaux qui interviennent sont des anneaux lo-
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caux ; le cas général s'en déduit en' décomposant les anneaux spéciaux qui in-

terviennent en produits d'anneaux locaux.

5.5. Soit R un A'-anneau spécial. Notons QA,(&) (resp. QA,(ézn)) le A'-
module des A'-différentielles continues de & (resp. @Zn) . L'injection canonique
de R dans é;n induit une application A'-linéaire de QA' () dans QA,(QZH) H
on voit que celle-ci est injective, et nous l'utilisons pour identifier QA,(S%) a
un sous-module de Q (ﬁan) Si d désigne l'application canonique de éan

A'K

dans QA,(si;n) , nous notons P(R) 1l'ensemble des éléments o € éin tels que
do € QA' (R) . Il est clair que c'est un sous-A'-module fermé de égn
Supposons R local et choisissons des coordonnées XI’XZ""’Xd . Alors
f s'identifie & l'anneau A"[[XI’XZ“”’Xd]] des séries formelles en les Xi a
coefficients dans A" , anneau des entiers d'une extension finie non ramifiée
K" de K' . Utilisons le lemme 5.3 pour identifier é;n 4 un sous-anneau de
n — 51
K X, e XG0 = R

i ~1 . .
Soit a = Zaiz— € RK . On voit que a € P(R) si et seulement si les
deux conditions suivantes sont satisfaites

(2.) on a aesiin,

i) € ]Nd et tout j € {1,2,....d} , on a

(2,) pour tout i = (11,12,..., q

ia, € A"
] 1
Soit v la composante homogéne de degré n en les Xj de o . La
T
condition (Zb) implique que si T est le plus grand entier tel que p ™ < n ,
r r
alors pnvn € R ; si on pose u =pnv , on voit que a = Zp u_ o,
n n n=0 n
avec u, e ™ ; comme il est clair que, pour tout e > 0 , la suite des
—rr1 +ne tend vers 1l'infini, il résulte du lemme 5.3 que la condition (Zb) im-

plique la condition (Za) .

Pour tout i = (il,iz,...,id) € ]Nd , #0=1(0,0,...,0) , notons h(i) le
plus grand entier h tel que ph divise tous les i]. . On voit que P(R) est
la somme directe de K" et d'un A"-module topologiquement libre admettant com-

me base topologique les p—h(fl—)g_il— , pour 1i € ]Nd , i #0

Si nous revenons maintenant au cas ol R est un A'-anneau spécial quel-
q

conque, et si R= | !Rm représente la décomposition de R en le produit de
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ses composantes locales, on voit que P(R) = ﬁP(Rm)

5.6. PROPOSITION 5.4.- Soit ® un A'anneau spécial. Soit

n
~ ~ ~ ~ - P N~
a=(..,a_ ,...,a_l,ao) € CWA(R) . La série de terme général p a{’n converge
dans f{;n . Notons v?rﬂ(é) la somme de cette série. L'application
VGR : CWA(R) - Qin ainsi définie est A-linéaire continue et son image est con-

tenue dans P(R)

Remargue : la notation Vl\}R ne crée pas de risque de confusion avec la nota-
tion employée pour la proposition 5.1 : si R est un A'-anneau spécial qui est

aussi un A-anneau-p-adique, R est un produit fini d'extensions finies non
N ~an P ~
ramifiées de K' , RK s'identifie a RK et les deux définitions de WR co-

incident.

Démonstration : en décomposant ® en le produit de ses composantes lo-

cales, on se raméne au cas ou l'anneau spécial est local. Supposons qu'il en

est ainsi et reprenons les notations qui précédent.

Si a = { ..,é_n,...,é_l,éo) € CWA(R) , on voit que, pour n suffisam-
n n
- -n~p -n p _ 0 (n+l)s ;
m c si
ment grand, a_, € mR , donc que p a_, €p mR P @ ]s ,
prl > (n+l)s ; pour s fixé, ceci est vrai pour tout n suffisamment grand ;
la convergence de la série en résulte.
Si ém = (...,ém —n""'ém 0) , pour m € N , est une suite d'éléments
7 s
de CWA(R) convergent vers un élément & = (...,é_n,...,éo) , on voit que

8 d'une part, il existe un entier r , indépendant de m , tel que les ém n
, -

et én sont dans m, . pour n =t

8 d'autre part, pour n fixé, la suite des ém , converge, dans R , vers

a .
-n

Soit s un entier =1 . La premiére condition montre qu'il existe un en-

-n-~

—p..D n
tier n. , indépendant de m , tel que les p nagl et p aI_Dn sont dans

0 ,-n
IS , pour n = ng . La deuxiéme implique qu'il existe un entier m, tel que,
n n
: > -n3p = N3P < inuité
si m my . P am,—n p af (mod IS) , pour n ng . La continuité de

1'application VTIR s'en déduit.
On voit que CWu(R) est dense dans CWA(R) . Le fait que la restriction

~ N u P . . g s
de WR & CW (R) est A-linéaire résulte immédiatement des définitions : la
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linéarité de V?IR s'en déduit, par continuité,

Tout élément o de éin qui est dans l'image de VTIR s'écrit sous la

o n n
forme X p &P : ona d da = 2 aP ~143 "o

RER I onc da =&’ “'da_ € Q) (R) et a € PR , don
la proposition.
5.7. Revenons sur les vecteurs de Witt : soit R un A-anneau spécial. Posons
Rk =R ®A k = R/pR . C'est un k-anneau profini. L'application canonique de R
sur ﬂk induit une application de CWA(R) = CW(R) dans CW(Rk) = 6’\\Nk(Rk) .
Il est clair que c'est une application A-linéaire continue surjective et que son
noyau CWA(pR) est formé des covecteurs dont toutes les composantes sont

dans l'idéal pR .

n n
Si a € f , pour tout entier n =0, p rl(pa)p € p? "3 = pR : on en
déduit que l'image de CWA(pR) par vTrR est contenue dans pR . L'application
vTrR définit donc, par passage aux quotients, une application A-linéaire continue

A de cwk(&k) dans P(R)/pR .

PROPOSITION 5.5.- Soit R un A-anneau spécial. L'application A-linéaire conti-

nue W : CWk(Rk) - P(R)/pR définie ci-dessus est un isomorphisme.

]_D_n_ép_o_rls_tfét_igp : en décomposant R en le produit de ses composantes lo-
cales, on se raméne au cas ol R est local. En reprenant les notations du
n® 5.5, on voit que, si l'on choisit des coordonnées, & s'identifie a
A“[[Xl,XZ,...,Xd]] ot A" est l'anneau des entiers d'une extension non rami-

fice K" de K .

On sait (cf. n® 5.5) qu'une fois les coordonnées choisies; P(R) est la
somme directe de K" et d'un A"-module topologiquement libre PC(R) admet-
tant comme base topologique les p_h(i—)gi— , pour 1 € ]Nd , i #0 . En par-
ticulier P(R) est un A"-module pro-artinien, et il en est de méme de P(R)/pR

qui est la somme directe de K"/pA" et de PC(R)/(pR) n PeR)

Si k" désigne le corps résiduel de A" , on voit que Rk s'identifie &
k"[[Xl,XZ,...,Xd]] ; on a donc 6\/\\/k(Rk) = 6’\\Nk,,(ﬂk) et c'est aussi un A"-
module pro-artinien (cf. prop. 4.1). On voit que C/’Wﬁt(ﬂk) = C/’\7Vk(k”) s'iden-
tifie par wo —a‘ah(i—l)<“/pA“ (cf. n® 2.3) ; d'autre part, pour i € nd i#0,
posons i =I|p i ; on voit que l'image par WR du covecteur
(...,0,...,0,§'L,0,...,0) (ot la seule composante non nulle est celle d'indice
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-h(i) ) est l'image dans P(R)/pR de p_h(i-)xi— . On en déduit que l'image de
w_  est dense dans P(R)/pR , donc que wo est surjective puisque c'est une

®
application A"-linéaire continue d'un A"-module pro-artinien dans un autre.

Montrons l'injectivité. Pour cela, si a = iZ)aig_{'i‘ € Rk (avefz les ai ek"),
notons & le relévement de a dans ® défini par & = ?:/[ai ]Xl‘ (ol _[ai]
désigne le représentant multiplicatif de ai dans A" = W(k")—). Si l'on no’E—e
v la valuation X-adique dans Rk et v la valuation X-adique dans R et

dans K' [[Xl,...,Xd]] ,

on a donc, pour tout a € R, . v@) = v(a)
PUT . . . . et " "
On a déja dit que w_ induit un isomorphisme de CW,_ (R, ) sur K"/pA";

ona CW, (R ) =CW, (R )@CWk(Rk) et 1'on voit que CWk(Rk) est formé des

k'k k Tk
covecteurs a = (...,a _,...,a,) vérifiant v(@ ) = 1 , pour tout n ; pour un
= -n 0 © _p.n -n'
tel covecteur, on voit que o = Eop apn € PC(R) ; pour achever la démons-
n= -

tration de l'injectivité, il suffit donc de montrer que si a # 0 , alors a £ PR.

Pour cela, commengons par établir un lemme :

LEMME 5.6.- Avec les hypothéses et les notations qui précédent, si o € pPR ,

pour tout m € IN tel que a_. 4 0 , il existe m' € IN tel gque
-1

<
o)}
A
jol
<
[+)]

@ n :
-na- -m+1

Démonstration du lemme : il est clair que o = 2 p apn (mod p
n=m -

R) .

On G(épm)= $@ ) =pTvia ) et _mépm "commence" par un polyné-
a Tn) =R @) =povia_ p a_ p

me homogéne en les XJ, , de degré pmv(a_m) , a coefficients dans K" , dont
les coefficients ne sont pas tous dans p'm+1A" Il doit donc exister un entier
~ [ -m'.p™' ma , m' m
m' >m tel que ¥lp a° ,] <p vi@ ), i.e. tel que p vi@ ) =p vi@ );
- -m 1 -m -m
via )

comme m' = m+ 1, on a donc v(a_m,) <p m

Fin de la démonstration de la proposition : si, avec les notations qui pré-

N s
cédent, il existait a € CW}i(Rk) , a# 0, tel que a € pR , l'hypothése
a # 0 impliquerait l'existence d'un entier m, tel que a_m .4 0 : on pour-

rait alors construire par récurrence, en utilisant le lemme, une suite d'entiers
-1 . ;
m,,m,,....,m,,... telle que vija ) <p a ) , pour tout i , ce qui con-
01 i -mj4q -my

tredit le fait que v(a_n) > 1 , pour tout n .
Remarque : soit o le Frobenius absolu sur k et sur A = W(k) et soit

N
1 Pour tout k-anneau fini ou profini . R , notons CWT(R) le A-module

k
P
déduit de CWk(R) par l'extension des scalaires T : A - A (autrement dit

T =0
ANT A~
CWy(R) s'identifie & CWy(R) comme groupe abélien et, si ) € A et
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I\ N T
a € CW, (R) , multiplier A par a -dans CW.(R) revient & multiplier T()\)

= k ~ k" ~
par a dans CWk(R) ). On voit que l'on peut aussi décrire CW]I(R) comme
étant l'ensemble des covecteurs (...,a_n,...,a_l) ou les a_n (indexés par les

entiers strictement négatifs) vérifient les mémes conditions que celles demandées
N\
pour CWk(R) , l'addition et la multiplication par un scalaire étant données par

les mémes formules. On voit aussi que, avec ces conventions, l'application

)

(ova_a_jiag) — (oa_ia

AN\ s
permet d'identifier le A-module CW]Z(R) au quotient de CWk(R) par le sous-

module formé des covecteurs de la forme (...,0,...,0,a0) , i.e. le noyau de V.

Si R est réduit (en particulier si R =R ol R est un A'-anneau spé-

k
cial), on voit que le noyau de V est aussi le noyau de p

Dans le cas ot R =R, , avec R un A-anneau spécial, on voit donc

k
N
que l'application wo induit un isomorphisme w; de CW'(R,) sur P(R)/R .

k' k

§6.- Groupe de Cartier et exponentielle d'Artin-Hasse.

6.1. Pour tout anneau commutatif R , nous notons A(R) = R[[T]] 1'anneau des
séries formelles en une variable T , & coefficients dans R , et C(R) le
groupe multiplicatif des éléments de A(R) congrus & 1 modulo 1'idéal engen-

dré par T

On voit que C est, de maniére naturelle, un Z-foncteur en groupes ; il

est clair que c'est un Z-groupe affine lisse.

*
Soit p : IN - {0,-1,+1} la fonction de Mdbius

u(n) = (-1)" si n est le produit de r nombres premiers distincts,

0 dans les autres cas.

Soit Z(p) le localisé en p de l'anneau Z . Nous notons F(T) 1'élé-

ment de l'anneau A(Z(p)) =1Z(p)[[T]] défini par
FT) = T 1 (1-tHP u(n)
n=1
(n,p)=1
Soit R un Z<p)—anneau. Pour tout a = (ao,al,...,an,...) € W(R) , notons

Egp(@) 1'élément de C(R) défini par
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F(a Tpn)

- T Fla_

E_(a)
R n=0

On sait (cf. par exemple, [15], chap. III, §1) que E, est un homomor-
phisme injectif du groupe W(R) dans le groupe C(R) et il est clair que ER
est fonctoriel en R . Autrement dit les ER , pour R décrivant les Z(p)_

anneaux, définissent un monomorphisme

E : W — C
Z () Z(p)

de 7%, ,-groupes affines.

(p)
(m)

6.2. Soit m un entier =1 . Notons C' '(R) le sous-groupe de C(R) for-

m
mé des séries formelles congrues & 1 modulo 1'idéal engendré par TP | 1l

(m)

est clair que C

c_ =c/cm
m

est un sous-Z-groupe affine de C et que le quotient

est encore un Z-groupe affine lisse.

) ~anneau et si a = (a ..) € W(R) est tel que

Si R est un Z 0,...,an,.

(p
(a) € c(m)(R) . Par passage au quo-

atO =a; T .= am_1 = 0 , on voit que ER

tient, on déduit donc de E un morphisme de Z(p)—groupes affines

E : (W)

m m' Z - (Cm)

(p) (p)

Pour tout anneau commutatif R et tout entier m = 1 , notons _/\m(R)

Z

m
v 1 p
l'anneau quotient A(R)/TP AR) et T_m+1

voit que Cm(R) s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau

l'image de T dans Am(R) . On

!\m(R) qui sont congrus & 1 modulo l'idéal engendré par T—m+1
Si on identifie T a TP , N (R) s'identifie & un sous-anneau de
-m+1 -m m
!\m+l(R) ; on en déduit un monomorphisme de Cm dans Cm+1 ; nous notons

‘CCY  le Z-foncteur en groupes lil;n Cm . On voit que, pour tout anneau commu-
tatif R , CCu(R) s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau

C!\u(R) = lim /\m(R) qui sont congrus & 1 modulo 1'idéal engendré par les T_m

Il est clair que, pour tout m , le diagramme

(W) —E . ()
m Z(’(p) " Z(p)
v 1 1
E
m+1
(Wm+l)Z (Cm+l)%

109



GROUPES p-DIVISIBLES

est commutatif. Par passage & la limite, on en déduit un morphisme de Z(p)—
foncteurs en groupes »
ce! : cw,, —cCC

Z
Si R est un Z(p)—anneau et si a=(..,a ,...,a)) € CWU(R) , on voit

que .

CEp@) = [ | Fa

T
n=0 -n -n

expression qui a un sens car, pour n assez grand, a_n = 0 , donc

F@ T =1

(a_T_)

6.3. Soit S = IN[1/p] 1'ensemble des nombres rationnels = 0 dont le déno-
minateur est une puissance de p . Soit R un anneau commutatif. Tout élément
du R-module RS s'écrit, avec des notations évidentes, d'une maniére et d'une

seule, sous la forme-

2, a b , avec les a_ €ER.
SES S S s

Notons BA(R) le sous-R-module de RS formé des éléments Zases qui

satisfont la propriété suivante :

pour toﬁt nombre réel r > 0 , il existe e > 0 tel gue aé =0 ,

(2)

si r-e £ s<r.

Soit a = Zases et B = stes deux éléments de BA(R) ; on voit fa-
cilement que (&) implique, d'une part, que, pour tout s € S , les as,bs,,
avec s'+s" = s sont presque tous nuls et, d'autre part, que, pour tout r >0
il existe € >0 tel que as'bs" =0 si r-e £ s'+s" <r ; on peut donc dé-
finir un produit dans BA(R) en posant

aB = Z a_b_,0_,

sllsues S S S
On voit que l'on a ainsi muni BA(R) d'une structure de R-anneau
Soit CA(R) le quotient de l'anneau BA(R) par 1'idéal engendré par ep

Si 1'on note Es 1'image de GS dans CA(R) , tout élément de CA(R) s'écrit

d'une maniére et d'une seule sous la forme b af ,odles a sont
s€S,s<p S S s
dans R et vérifient (3)

Nous notons CC(R) le groupe multiplicatif des éléments de CA(R) con-
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grus @ 1 modulo 1'idéal engendré par les es , pour s >0 ., On voit que CC
est de maniére naturelle un Z-foncteur en groupes.

Si 1'on identifie T_n et El/pn , on voit que C./\u(R) s'identifie au
sous-anneau de CA(R) formé des Easﬁs tels que les ag sont presque tous

nuls. En particulier CCu s'identifie & un sous-Z-foncteur en groupes de CC .

PROPOSITION 6.1.- Soit R un Z(p)—anneau commutatif,

[==]

i) Pour tout a = (...,a _,...,a.) € CW(R) , le produit infini | |Fl@a T )
four tout -n 0 a=0 -n -n
converge ‘ponctuellement" dans CC(R) (i.e. si
_m —
| TF@ T ) =%b p , la suite des b , pour s fixé est
n=0 -0 -n m,s's | ———= “m,s
stationnaire).

ii) Pour tout a € CW(R) , posons CER(Q) = | &P(a—nT—n) . L'application

CER est un _homomorphisme injectif du groupe CW(R) dans CC(R)

L, (Z) oS
Pour tout i = (ln)n€% € IN , posons |i| = Zln ; pour tout s € S ,

soit h(s) la somme des chiffres de s écrit "en base p ". Commengons

par établir quelques lemmes élémentaires

LEMME 6.2.- Soit m un entier >0 et soit s € S . Il n'y a qu'un nombre

(Z)

fini de i € IN tels que Tp i o=s et |i] <m

- n

Démonstration : quitte a multiplier s par une puissance de p , on peut

____________ , , r+1 . ,
supposer que s € IN ., Soit r un entier tel que s < p ; on a nécessaire-

ment in =0 pour n < -r . Soit t le plus grand entier tel que i #0 . Si
- - -1 - -
t>0, pl+..tp Ciy+p i €N, donc i +..+p i, +p TN est di-

visible par pf et, d'aprés le lemme 1.2, it+"' +i2 +il > (t-1)(p-1) +p

on en déduit que t < (m-1)/(p-1) . On a donc nécessairement in =0 si

n< -r ousi n=(m-1)/(p-1) . Le lemme est alors évident.

LEMME 6.3.- Soit i € ]N(Z)

et soit s = Ep_nin . Alors |i| = h(s)

. . . -n, . .o
Démonstration : soit s = Lp ]n , avec 0 < ]n < p , l'écriture de s

en base p . Il faut montrer que Zin > Ejn . Quitte & multiplier par une puis-

sance de p , on peut supposer que in = jn =0 , pour n > 0 . Procédons par

récurrence sur le plus grand entier r tel que j—r #0
B si r =0, c'est clair ;

B dans le cas général, on voit que i, = +pu , avec u € N ; on a donc

0o~ Jo
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r-1 ) m-1
j + pj + + j = (u+i + pi + + i + ! &
j_y TRt tp = (uH_)*pi 4.+ p i+ ... et 'hypothése
& i i +i +i _+ + i + > j + 3 +...+7
de récurrence implique que (u 1_1) 1_2 1_m J_1 J_2 J__r ;
iz a1 4 n o + S i+ + T , e s fdim
1'inégalité 10 1_1 l—m e 2 ]0 ]_1 J_r s'en déduit immédia

tement.
LEMME 6.4.- Soit s,t € S . On a h(s+t) < h(s) + h(t)

C'est une conséquence triviale du lemme précédent.

LEMME 6.5.- Soit m un entier > 0 et soit Sm l'ensemble des s € S vé-

rifiant h(s) < m . Pour tout nombre réel r > 0 , il existe € > 0 tel gue, si

s € Sm vérifie s <r , alors s <r-¢ .

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, si

s, < s, <..<s_ <.
n .
est une suite strictement croissante d'éléments de S tendant vers r , alors

les h(sn) ne sont pas bornés.
Considérons l'écriture en base p de chacun des srl

s = 2 p_tc

, avec les c entiers presque tous nuls vérifiant
n tEZ n,t

n,t
< <p .
0 cn,t P
On voit facilement que, pour t fixé, la suite des crl t est stationnai-

re et que, si on note c, sa limite, le nombre réel r = 2 p_tc,c est égal a
t=2-e

la limite des S, - Comme la suite des s, est strictement croissante, il y a

une infinité de t tels que c, # 0 . La série de terme général c, est donc

divergente et les h(sn) ne sont pas bornés.

Démonstration de la proposition 6.1, : pour tout

) € CW(R) , notons r =1 le plus petit entier tel que l'idéal

a=~(.,a_ .2 a
n

de R engendré par les a_, . avec > r , est nilpotent ; notons ba =9

cet idéal et m, =m le plus petit entier =1 tel que P =0

Supposons d'abord que r, = 0 . On voit que F(a_nT_n) est un polyné-
me de degré < m en T—n et que le coefficient de Ti_rl appartient a ni .
On en déduit que les mondmes non nuls intervenant dans le développement du

produit infini sont de la forme

a'l__ITIrlm cavec |i| =21 <m et a Ebelii—l.
nelN L a

i _ -
On a |T_1;11 = es , si s =2p nin . Pour s fixé, le coefficient de
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@S dans le produit infini est donc la somme a; = Zai , la sommation étant

. . . -n, . - cs
étendue aux 1 tel que Zp 1n = s et l;_l <m ; c'est une somme finie,

d'aprés le lemme 6.2, d'oll la convergence ponctuelle dans RS (si

g = {ses|s<p] ) : de plus ai € nl—l-l c bz(s)

d'aprés le lemme 6.3, ef on

peut donc écrire

CER(_a_) = ¥ a'®_ , avec a' € bh(s) ,
s’s s a
SES =

et c'est un élément de CC(R) , d'aprés le lemme 6.5.

Soit maintenant a = (...,a _,...,a,) un élément quelconque de CW(R) et

-n 0
soit r = ra ;omo=m_ . En appliquant ce qui précéde au covecteur
a a [--]
b=(.,a_,..,a_,0,0,...,00 on voit que le produit infini | Pa_ T_) con-
— n=r
verge dans CC(R) vers un élément de la forme 2 b'se , avec les b'S
SES
dans R . "
r-1 r
D'autre part, on voit que | |F(a T rl) est un polynéme de degré < p
n=0 T
r
P - . - i vérifi .
en T_r+1 (car T—r+1 0 ) ; pour tout entier j vérifiant r? <j<p , on a
j = -1 r=1L
T =9 et h(j/pr ) < (p-1)r ; on en déduit que | F@a T ) s'é-
-r+1 ., r=1 =0 -n" -n
i/p _ n=
crit comme une somme finie de la forme Z c'B , avec les c' dans
SES s's S
R . h(s)<(p-1)r

La finitude de cette derniére somme implique que le produit infini

< r-1 © -
I|1=(|] Fa_T_ ) = (r|1=c\) F(a_nT_n)).<r|1=ll F(a_nT_n)) - (Deys). (DB7F)
converge dans CC(R) , ce qui achéve de prouver l'assertion (i). On voit en

outre que l'inégalité h(s+t) < h(s) + h(t) (lemme 6.4) implique que l'on peut

écrire, en posant m' = m + (p-1)r ,
CER(a) = ¥ a's , avec les a' €R.
s€S, . s’s s
Montrons que si a et b € CW(R) , alors GER(Q+Q) = CER(Q).CER(Q) .

a) Si a et b sont dans cW'(R) , cela résulte du n° 6.2.

b) Dans le cas général, il suffit de montrer que pour chaque u € S fixé,
les coefficients de _éu dans CER(Q+Q) et dans CER(Q).CER(Q) sont égaux.
Compte-tenu de (a) il suffit de montrer que pour un u donné, on peut trouver

un entier t tel que si l'on remplace
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A\
a = (""a-n""’ao) par (...,0‘,...,O,a_t,a_tﬂ,...,ao) ot pour s € S' . On voit que, pour tout k-anneau fini R , CCk(R) s'identifie
a l'ensemble des homomorphismes continus du k-anneau C dans R , pour la
b=1(...,.b ,....b ar (...,0,...,0,b ,b reee b)) ' .
- ( -n 0) P ( -ttt -t+l 0) topologie de C définie en prenant comme systéme fondamental de voisinages
cela ne change le coefficient de Eu ni dans CER(Q-FQ) ni dans CER(Q).CER(b) . ouverts de 0 les idéaux de la forme aC + IS' , pour a idéal ouvert de k
s
Or, il existe des entiers m et m, tels que CEp(a) et CE (b) peuvent et S' € 8 . L'algébre affine de CC, s'identifie donc & la complétion profinie
s'écrire de C pour cette topologie (cf. n° 4.8).
CER@ = SE;L alb, et CER(Q) = sezs? bL o
my ma | 6.5. Supposons maintenant que k est un corps parfait de caractéristique p .
11 résulte facilement du lemme 6.5 qu'il n'existe gqu'un nombre fini de couples Nous allons caractériser 1'image de CER dans CC(R) lorsque R est un k-
(s,s') € Srnl X sz tels que s+s' = u . L'assertion résulte alors de ce que, anneau.
si d est un élément quelconque de CW(R) , le calcul du coefficient d' b — - .
- 4 d ) reie o Soit k une cléture algébrique de k . Si a € k et si s est un élé-

donné dans CE_(d) ne dépend que d'un nombre fini des composantes d du - S
R(“) P d P -n ment de S de la forme p Tt , avec r et t entiers, nous notons a 1'u-

covecteur d . ! - r
= pP = at

- t
nique élément b de k tel que (autrement di b = o (@) ).

Il reste & démontrer l'injectivité. Soit a un élément non nul de CW(R) . ! . , , !
Soit £ un nombre premier # p . Notons “E le groupe des racines 2-

Si a € CWu(R) , il existe un entier t tel que a_, # 0 et a_, = 0 , pour

idmes de l'unité dans k ; posons k?, = k(ue) et, pour tout k-anneau R ,
n >t ; le coefficient de T dans CE_(a) est a t CE_.(a) # 0 . Sup- —
u -t R(—) -t © R(—) up R = R®k ke Si a=2a 6 € CC(R) , pour tout m € ue ,
posons donc que a £ CW (R) et soit i le plus grand entier tel que ¢ s s
i Ta n°8 € CCR,)
a_, € vy , pour tout n = rgo ona 1=<i <rna . Soit t un entier tel que s s 4
a_, 4 bé"’l . On voit que le coefficient de T_t dans CER(Q) est congru & | et I—_I (Z)asns—e—s) est invariant par l'action de Gal(ke/k) et appartient
= i+1 . i’ |
- dulo v t est don 0 ; par consé nt CE 0 .
a_y rmocwo a et e c 7 par aue R(Q) * donc & CC(R) . On a donc ainsi défini, pour tout k-anneau R , un endomor-

phisme UP, du groupe CCI(R)

. , o
U,(Da8) = T (Za n’8)

6.4. Il est clair que l'application CER quil vient d'étre construite est foncto-

rielle en R .

ﬂGUQ
Soit k un Z(p)—anneau. Par restriction aux k-anneaux, CC définit un Soit, pour tout k-anneau R ,
k-foncteur en groupes que nous notons CC, . La famille des CE_ , pour tout
groupes d k R P CCT(R) = [0€CCR) | U,a=1, pour tout 2 #p)

k-anneau R , définit un monomorphisme de k-foncteurs en groupes gue nous no- _
Pour tout k-anneau R , notons CC'(R) 1l'ensemble des éléments Eases

de CC(R) vérifiant :

tons CE ou simplement CE : CW, - CC

(k) k k
Remarque : si k a de plus une structure d'anneau pseudo-compact, notons

&S 1e complété formel de CC (on a donc ole! (R) = CC, (R) , pour tout k- il existe € >0 tel que 1'idéal de R engendré par les a, .

k k k k (v") .
anneau fini R ). On vérifie facilement que 6(\3k est un k-groupe formel : soit avec s <e , est nilpotent.
S = {s€s ] s<p} et soit 8§ l'ensemble des parties S' de S qui vérifient : | Il est clair que CC'(R) est un sous-groupe de CC(R) . Si

a = Zasgs € CCR) , on a, pour r entier =1,

r r
R U < p
Soit C = k[(XS)SE—S-] l'anneau des polynémes en les XS a coefficients dans o Z)as‘ es O£s<p"r+1 2y Kl

k ; pour tout S' € § , notons IS' 1'idéal de C engendré par les Xg ,

(8') pour tout r>0 , il existe € >0 tel que [r-¢,r[ N S c s

spl
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On en déduit que CC'(R) est contenu dans le sous-groupe CC °°(R) de
. P
CC(R) formé des éléments d'ordre une puissance de p .

Remarque 1 : si R est un k-anneau fini, le radical N de R est nilpotent,

et la condition (¥') est équivalente a la suivante
(y™) il existe € >0 tel que ag € fp o Bour s <e .
En particulier, on voit que CC'(R) = CC _(R)

p
Enfin, nous posons CCT'(R) = CCT(R) N CC'(R)

PROPOSITION 6.6.- Soit R un k-anneau. L'application CER est un isomor-

phisme du groupe CWk(R) sur CCT'(R)

Pour montrer que l'image est contenue dans CCT'(R) , nous aurons besoin

du lemme suivant :

LEMME 6.7.- Soit F(T) = ]_E (-t ¢ ZI[T]] et soit ¢ un nombre
(n,p)=1

premier # p . Dans %(&T)[[T]] , on a
'] Fqm) =1 .
ﬂGUg

. \ . 2 .
Démonstration du lemme : comme u(n) =0 si 2 divise n , on peut

écrire
F(T) = ( T (l_Tn)u(n)/n).( T (l_Tne)u(ne)/nB)
(n,pe)=1 (n,p)=1
i} ((1—Tn)e)u(n)/ne
(n, p&)=1\(1-T"%
puisque u(ng) = -p(n) si (n,2) =1 . On a donc
TTrem = T (]—T (1-n"1" ¢ )u(n)/ne
néu,p (n,pe)=1\n€u, (1-n"t1")
1 a-n"1%
= T] (ﬂéue )uhﬁ/h -1
(n,p2)=1\  (1-1"%)

puisque | | (1-n"T) = 1-T" si (n,0) =1
neu,

Démonstration de Im CER c CCT'(R) : soit a =(...,a ,...,ao) € CWk(R) .

________________ _— —n
On a CER(Q) =_|—I-F(a_nT_n)

Soit £ un nombre premier # p . Il est clair que
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n

U,(CE @) =T [U,(Fla_ T ) = T[( INRCH

n=0 n n=0\neu,

-n
D
n T_n))
-n
Comme (£2,p) =1, on a | F(a_nnp T—n) = | P(na_nT_n) =1, d'aprés le
néu, NEMy

lemme 6.7. Par conséquent, CER(_Q) € CCT(R)

Le fait que les composantes de a vérifient la condition (¥) (cf. n° 1.5)
implique trivialement que les coefficients de CER(_a_) vérifient (¥') donc que

CER(_a_) € CC'(R) . Finalement, pour tout a € CWk(R) ,

CER(g) € CCT(R) N CC'(R) = CCT'(R)

Si b1 est un idéal de R et si £ est un nombre premier # p , nous

notons be 1'idéal v ®k ke de RB = R®k kE . Etant donnés deux éléments

a et B de CC(RB) etun ¢>0 ,

B on pose o = B8 mod(p,e) si le coefficient de 65 dans o - B appartient

a De,pour 0<s<e ;

B onpose o =B mode si a =B mod(0,ce)

LEMME 6.8.- Soit S = {s€S|s<p} et soit 6= 2 d

s % un élément de
s€eS S S
CCT'(R)

i) Soit o un idéal de R et soit € un nombre réel > 0 tels que

§ =1 mod(p,e) . On a dS € ):12 , pour tout s € S vérifiant

. n .
0<s<e gquin'est pas de la forme s =p , avec n entier.

ii) Soit €' un nombre réel >0 tel que 5 =1 mode' . On a ds=0

pour tout s € S vérifiant 0 <s <2¢' gqui n'est pas de la forme

n :
S =p , avec n entier,

Démonstration du lemme : commencgons par prouver ( I1 est clair que si

i).
o et B sont deux éléments de CC(Re) vérifiant o = B8 = 1 mod(b,e) , on

a aB =a+pB-1 mod(bz,e) . Par conséquent, si & = 1 mod(v,e) , on a
Up= [ [(Zan’8) =1+ T O n°d 8,
ey neu, 0<s<e

]

1]

1+ 2 (Z ns)dsgs mod(bz,e)
O<s<e n€ue

-n '
Soit s € S vérifiant 0 <s <e et s #p pour tout n . Il existe

un £ # p tel que ns = 1 pour tout n € ue . Le coefficient de 58 dans
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2

m

Ue 5 est donc

2
on a dsEb

'eds mod b Comme ¢ est premiera p , si U & =1,

e

La preuve de (ii) est analogue & celle de (i) si l'on remarque que, o et
8 étant deux éléments de CC(RB) vérifiant a =8 =1 mode' , on a

aB = oo +B -1 mod 2¢'

Fin de la démonstration de la_proposition 6.6 : soit o € CCT'(R) . Com-

me o € CC'(R) , il existe un ¢ > 0 et un idéal nilpotent p» de R tel que

a =1 mod(p,e)

Montrons, par récurrence sur 1 , que pour tout entier i = 0 , il existe

un Bi € Im CER tel que o = Bi mod(bzl,e)

B pour i =0 , on peut prendre BO =1 ;

B si o= B_i mod(bzi,e) , on a aBi—l =1 mod(nzl,e) ; si aBi—l = Z)cs_e—s
et si p2' = p' , on a g € p' pour 0 <s < e et, en particulier,
c €v si p <e ;donc ¢ =(...,c _,..c .,c,) €CW, (R . On

p™D pD p—l 1 k

voit que Y = CER(g_) = I—Zcp_nT_n mod(n'z,e) . Posons & = OLB;IY il
est clair que le coefficient de T—n = Ep—n dans & appartient a 0’2 et
que & =1 mod(p',e) ; il résulte de 1'assertion (i) du lemme 6.8 que
58 =1 mod(n'z,e) ou encore que QO = Biy—l mod(n21+1,e) et la récurren-

ce est établie.

En appliquant ceci a un entier i tel que nzi = 0 , on se raméne & mon-
trer que, si o € CCT'(R) vérifie o =1 mode (pour un e donné > 0),
alors o € Im CER . En prodédant par récurrence sur ¢' , on voit qu'il suffit de
montrer que, pour tout nombre réel ¢' >0 , si a € CCT'(R) vérifie a =1
mod ¢' , il existe B € Im CER tel que o = B mod 2¢'

. . -n 2
B s'il n'existe pas d'entier n tel que €' < p < 2¢' , 1l résulte de l'asser-

tion (ii) du lemme 6.8 que o = 1 mod 2¢' et on peut prendre B = 1

1

. . \ -n
B s'il existe un entier n tel que €' £ p

< 2¢' , 1l résulte de l'assertion
(ii) du lemme 6.8 que o = 1 - aT_n mod 2¢' , pour un a € k convenable;

on voit qu'il suffit alors de prendre B = F(aT_n)

Remarque 2 : soit R un k-anneau. Par transport de structure, l'isomorphisme
CER munit CCT'(R) d'une structure de D, -module & gauche. Si

k
a = EaS§S € CCT'(R) , on voit que
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¢ = 2.7,

= s s

VOL =2.;a b ,

- s sp

[x]a = Zasxs G_S , pour tout x €k (on a noté [x] le représentant

multiplicatif de x dans A = W(k) ).

Remarque 3 : pour tout k-anneau R , soit BC(R) le groupe multiplicatif des
éléments de BAR) congrus & 1 modulo 1'idéal engendré par les OS , pour
s > 0 . Pour tout nombre premier £ , notons BA(R)@ l'anneau

BAR) [x]/(x® - 91) . On voit que c'est un BA(R)-module libre de rang £ et que,
si l'on note T 1l'image de X , pour tout s € S , il existe un élément GS/E
de BARR),

a = Zases € BC(R) , posons

i e _
et un seul, de la forme et , tel que (es/e) = 95 . Pour tout

—I-—l- (Zasnses
n€iyp

Ve(a) Zasese

Fe(a) )

/2

On voit que FE et VE définissent des endomorphismes du groupe BC(R)

et que FEVE(OL) = of

On voit aussi que le sous-groupe C(R) de BC(R) , formé des éléments
de la forme 2 ases (autrement dit le groupe multiplicatif des séries formel-
se€IN

les, de terme constant égal & 1 , en la variable 61 = T0 ),

VE et Fe . Par restriction Ve et P2 définissent des endomorphismes de

C(R) : ce sont les opérateurs du méme nom introduits par Cartier ([6], §2).

est stable par

Le noyau de la projection canonique de BC(R) sur CC(R) n'est pas

stable par VJ3 , mais l'est par VGFE ; par conséquent VEFQ opére sur CC(R);

on voit que, dans CC(@R) , V F_ =T

[ 2

6.6. Supposons encore que k est un corps parfait de caractéristique p .

Nous posons A = W(k) et nous notons K le corps des fractions de A .

. Comme au numéro précédent, nous posons S = IN[1/p] et S = {s€S|0ss<p] .

Nous allons, pour terminer ce paragraphe, utiliser ce qui a été fait au §5 pour
donner une interprétation du module des covecteurs de Witt & coefficients dans

C k)

Pour tout anneau commutatif R , muni de la topologie discréte, munissons
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l'anneau BA(R) de la topologie définie en prenant comme systdéme fondamental

de voisinages ouverts de 0 les idéaux (8 ) , pour m € IN . Il est clair
p

que BA(R) est un R-anneau linéairement topologisé, séparé et complet pour

cette topologie.

Soit ®, = lim BA(A/PY) . I est clair que, si A est muni de la topolo-
gie p-adique, <BA est un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet.

On voit que CBA s'identifie au sous-A-module de AS formé des éléments
22 a6 , avec les a_ dans A vérifiant
s€s s s S

pour tout entier n = 0 et tout nombre réel r > 0 , il existe

(8,) n
e >0 tel que aSEpA, i r-e £s <r .

Les idéaux (8 m,pn) , pour m , n € IN , forment un systéme fonda-

mental de voisinages ouverts de 0 dans (BA . On en déduit, avec la termi-

nologie du n° 5.3, que (BA est un A-anneau pro-p-adique et que l'ensemble

8 des idéaux de (BA de la forme (8 m) , pour m entier, est une famille
p

d'idéaux co-p-adiques de @A qui détermine sa topologie.

_ _ 5 _ A8 . 2 . B
Posons (BK = ((BA)K = (BA ®AK et (BK = (BK . Il est clair que (BK s'iden

tifie, en tant que K-anneau topologique & la limite projective des (BK/e m(BK ,
p
chaque quotient étant muni de la topologie p-adique.

-~

On vérifie facilement que tout élément de (BK s'écrit d'une maniére et
d'une seule sous la forme Zases , avec les ag € K wvérifiant (@1) et

pour tout r > 0 , il existe un entier m tel que pmaS € A, si

(@,)

2 s <r .

Enfin, nous notons (Bi< le sous-espace vectoriel de GEK formé des

2a 8 qui vérifient
s's
( Rour tout r >0 , il existe ¢ >0 tel que la_]_ <ecs , si

s'p
3 | s >r (en notant | ‘p la _valeur absolue p-adique sur K ).

On voit enfin que le k-anneau linéairement topologisé

B, =6, ® k = (BA/p(BA s'identifie canoniquement & BA(k)

On a défini au n°® 5.3 une application A-linéaire continue w; de
~ A
CWk((Bk) dans (BK/p<BA . En composant avec la multiplication par 1/p on en

déduit une application A-linéaire continue w, = p~1wG : CWk(OBk) - {BK/‘BA .

k ® p
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Si a={(...,.a ,...,a,) € CWk(CB) et si é—n désigne un relévement de a_,

-n’’ 0 k

dans (BA , on voit que wk(g) est 1l'image, dans CBK/(BA de la somme de la

s 2 n—12p0
série de terme général p™n 1a13n .

PROPOSITION 6.9.- L'application A-linéaire continue W CWk((Bk) - (BK/(BA est

injective. Son image est CBI'</(BA .

Démonstration : on voit que CW ((Bk) est formé des

____________ k
a = ( N SR l’aO) , avec les a_, € <Bk vérifiant
il existe des entiers m et n_, tels que a S ® , si
(Y“) 0 -n p—m k
n=mn, .

En procédant comme pour démontrer l'injectivité de WR dans la proposi-
tion 5.5, on voit facilement que si a = (...,a_n,...,aO) était un élément non
nul de CWk((Bk) tel que mk(g) = 0 , il existerait un entier m et une suite
infini .. , 8 ®, , ce qui contredirait (Y").
infinie LI PR telle que a_ni 4 - q (¥")
L'application mk est donc injective,

. _ i i tels

Soit a (...,a_n,...,ao) € CWk(CBk) et soit m et ng des entiers te
que a__ € 6 -m(Bk , si n = ng . On peut choisir les relévements a_n des

a ® i > . Si on pos
a dans (BA pour que a_rl € ep_m N si n = no i pose
=) N~

a = 2L p aP_ € ®p

n=0 -
on a alors
np-1 -n +1
0 naopl i _ n 0
a = pnal_)+2pné‘_)n=p B+ vy,
n=0 n n=ng
© n
-na
avec BEB® et y= » p "&°
A _ -n
n=ng

On voit que, pour tout s € S , le coefficient cg .de 05 dans y vé-

) -m+n+ -m+ -m+n+1
rifie |cslpspn si s<pmn1;donc,si p ™M < s <p , on a
S_llcslp < pm
—n0+1
Pour tout s € S , le coefficient bS de es dans p B vérifie
nna-1
lbslp <pl : si r est un nombre réel > 0 , on a donc
na-1

_ - 0

sllbs|psr1p si s=r .

On en déduit que pour tout r > 0 , le coefficient ag de 6 dans a

nn-1

vérifie laslp < c(r)s , pour tout s =r , si l'on pose cfr) = max(pm,r'lp 0
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. -1 i N
Par conséquent o , donc p “a , vérifie (§3) et appartient a <BI'< . On a donc

montré que l'image de W est contenue dans <BI'</CBA .

k
Si a = Z\ases est un élément quelconque de (BA , Nous posons, pour
tout entier n > 0 , cc(n) = Ec_n(as)e -n (rappelons que o est le Frobenius
absolu). On voit que °P
(oc(n))pn = o (mod p(BA) ou encore que

n -n-1

p P ()P =p o (mod p '®

N

On en déduit facilement que 1l'image par W, de CWu(OBk) (sous-groupe de

k
CWk((Bk) formé des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles)

est (BK/(BA )

Soit maintenant a = Zases un élément de G:'SI'< . Nous allons chercher

un élément a de CWk((Bk) tel que mk(g) soit égal a l'image de o dans
® /B iti
K/ ) - La condition (3.) montre que )2 a 8, €8, . Comme (BK/(BA est

2
O<s<1
contenu dans l'image de W, , on voit que l'on peut supposer ag = 0 pour
s <1 . D'aprés (@3) il existe donc un ¢ > 0 tel que |aS|p < cs , pour
tout s € S .
-1
Pour s <c p, on a |as|p<p , donc lasl <1 et a €A ; pour
tout entier n = 0 et pour c lpPtl < g < 7 lpn*t2 | o 4 laslp < ptZ
donc Iaslp < p®1 | On a donc
b o
a = ®
n=0( -1 n+12 -1 n+2 ases) (mod &)
c 'p <s<c 'p
n+l - + - +
avec p aSEA siclpnlés<c1pn2 Soit m € Z tel que
-1
pm < ¢ "p . On voit que l'on peut réécrire o sous la forme
& -n-1
a = ®
n§0p epm+an (mod ®,) ,

les Bn étant des éléments de (BA .
Pour achever la démonstration de la proposition il suffit donc d'établir le

lemme suivant :

LEMME 6.10.- Soit m € Z et soit BO’BI""'Bn"" des éléments de (BA L1
existe a € CW, (B ) tel que w (a) soit égal & 1l'image dans ®./®  de
. Kok SSEHE Ty KA 2

2 6 B .

n=0 pm+n n
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Démonstration : soit m' € Z et soit YO’Yl""’Yn"" des éléments de
(n)) pn .
= ® H
(BA . Pour tout n =0 , on a (i{n Yn (mod p A) ; par conséquent
| (n+1))p"* )
Yn—p (Yn+1 (Yn+1 ) E(BA, pour tout n > 0
et ® © n ® '
-n-1 -n-1 (n)\p -n-1
Zp"e .,y = Zp (G.Y)+Ep 8 vl
n=0 pt n'n =g pm'n =0 p(m +1)+n'n
(o]
On voit donc que l'image de Z p_n—le Y dans @®'/® est égale & la
n=0 pm'tnn KA ]
©
Vi —n—l 1 ~
somme de l'image de n§0p B (m'+1)+nYn et de mk(g) ol
= 616 ® ®
b (""b—n""’bo) est un élément de CWk( k) tel que b—n € Gpm ¢ pour
tout n
En appliquant ceci successivement &8 m' = m,m+l1,...,m+t,... , on voit que
' i 81é ®, érifi
l'on peut construire des éléments P‘m’gm+1"”’2m+t"" de CW( k) vérifiant,
pour tout t = 0 ,
8 les coefficients de gmﬂ appartiennent a epm‘*t@k ,

B si 3 ®! + ..+ ,
si @ est un relevement dans & de mk(gm _lgm_'_l 2m+t) on a

> p P71 $ -n-1 .
* nz;)op epm+n8n % n§0p ep(m+t)+n6n,t (mod A) . ou les
én,t sont dans (BA .

On voit donc que la suite des at converge vers l'image de a dans

(BK/CE»A ; le fait que les coefficients de Qm+t sont dans 8§ m+t03k implique

que la série de terme général Qm+t converge, dans CWk((Bk) , vers un élé-

ment a ; la continuité de W, implique que wk(g) est égal & l'image de «a
®! /®

dans K/ A

‘6.7. On conserve les hypothéses et les notations du numéro précédent. Posons

Ck = CAk) ; rappelons que c'est le quotient de l'anneau (Bk = BA(k) par 1'i-
déal engendré par ep . Notons CWk(ep&k) le sous-A-module fermé de

CWk((Bk) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont dans eposk .

Il est clair que l'on a une suite exacte de A-modules topologiques

) — CW_(®

0 — CWk(Gp(B k) —>CWk(C ) — 0

k k k

. as=0 si s<p
Soit @y = EasesecsK

Iaslp < s pour tout s€S
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On voit que ®! < ® et qu'un élément o de &K de la forme 2 a 6 est

K K n . s=p S S
dans (BI'<' si et seulement si p aS € A, si pn <s < pn-"1 Il est clair que
(Bi(': est aussi l'ensemble des éléments de CBK qui peuvent s'écrire sous la for-
me

2 -n-1
®, .
n§0p 6pn+an , avec des Bn € "

On voit facilement (cf. la démonstration du lemme 6.10) que l'image par

W, de CW (epcs ) est formé des éléments de (BI'</(BA que l'on peut relever,

k k k
dans (Bi< , en un élément de (BIZ . Par passage au quotient, on en déduit un
isomorphisme

w, CWk(ck) — @K/(CBK + (BA)

On peut énoncer ce résultat sous la forme suivante :

PROPOSITION 6.11.- Notons ®k le A-module formé des éléments Zases ,

avec

K/A si s<p,
K/p™™A si plss<p™! (pour n=1) ,

vérifiant les conditions (%,) , (8,) et (3, . L'application w, définit, par

1 2 3 k
passage au quotient, un isomorphisme W du A-module CWk(Ck) sur k .
Remarque : en particulier, la structure de Dk—module a gauche sur CWk(Ck) se
transporte sur @k . On voit que l'action de F et de V sont définies par
-1
E(Z‘zases) = Zo(as)esp et M(Z\ases) = 2ipo (as)es/p .
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CHAPITRE III

MODULE DE DIEUDONNE

Dans tout ce chapitre et dans les suivants, on note k un corps parfait
de caractéristique p , on note A = W(k) 1l'anneau des vecteurs de Witt &
coefficients dans k et Dk = A[F,V] l'anneau de Dieudonné de k . Si ¢
est un automorphisme de k , on note encore 1 son relévement & A ainsi
que le prolongement de ce relévement a Dk (avec (@) =F , () = V).
Nous appliquerons ceci en particulier au Frobenius absolu o (on a o(x) = xp,

pour tout x dans k).

§1.- Classification des p-groupes formels.

1.1. Nous disons qu'un groupe formel (commutatif) G sur k est un p-
groupe formel s'il s'identifie & la limite inductive, pour n - « , des novaux

de la multiplication par pn
Les assertions suivantes sont évidentes :
® tout k-groupe formel connexe est un p-groupe formel ;

. c et c et |
m si G =G xG , avec G connexe et G étale, est un k-groupe for-

et
mel, G est un p-groupe formel si et seulement si G l'est ;

@ un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si Gi(k")

est un groupe de p-torsion, pour toute extension finie k' du corps k ;

B un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si G(R)

est un groupe de p-torsion, pour tout k-anneau fini R ;

B la catégorie des p-groupes formels sur k est une sous-catégorie épaisse

de la catégorie des k-groupes formels ;

N\
m le groupe CWk est un p-groupe formel.

1.2, Soit G un k-groupe formel et soit BG son algébre affine. L'ensemble

des morphismes de k-schémas formels de G dans C/\\Nk s'identifie, par le

125



