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On voit que ®! < ®, et qu'un élément o de ® de la forme Y a 0  est

K K K s=p S S
" : : n : N n+1 :
dans (BK si et seulement si p ag €A, si p £s<p I1 est clair que
(Bl'é est aussi l'ensemble des éléments de OASK qui peuvent s'écrire sous la for-
me
2 -n-1
2
1’1=0p epm_an , avec des Bn € (BA .
On voit facilement (cf. la démonstration du lemme 6.10) que l'image par
(B 2 2 2 1 L}
mk de CWk(Bp k) est formé des éléments de (BK/CBA que l'on peut relever,
dans (Bi< , en un élément de (BI'& . Par passage au quotient, on en déduit un
isomorphisme

@, : CW,(C) — & /(B + &)

On peut énoncer ce résultat sous la forme suivante :

PROPOSITION 6.11.- Notons @k le A-module formé des éléments Zases ,

avec

K/A si s<p,
K/p™MA si pMss<p™l (pour n=1) ,

vérifiant les conditions (&.) , (&) et (&, . L'application w, définit, par

1 2 3 k
passage au gquotient, un isomorphisme W du A-module CWk(ck) sur ®k .
Remarque : en particulier, la structure de Dk—module a gauche sur CWk(Ck) se
transporte sur ®k . On voit que l'action de F et de V sont définies par
-1
F = =
_(Eases) Zc(as)esp et M(Eases) 2 po (as)es/p .
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Dans tout ce chapitre et dans les suivants, on note k un corps parfait
de caractéristique p , on note A = W(k) 1'anneau des vecteurs de Witt a
coefficients dans k et Dk = A[F,V] [l'anneau de Dieudonné de k . Si ¢
est un automorphisme de k , on note encore ¢ son relévement & A ainsi
que le prolongement de ce relévement a D, (avec () =E , t(¥) = V).
Nous appliquerons ceci en particulier au Frobenius absolu ¢ (on a o(x) = xp,

pour tout x dans k).

§1.- Classification des p-groupes formels.

1.1. Nous disons qu'un groupe formel (commutatif) G sur k est un p-
groupe formel s'il s'identifie & la limite inductive, pour n - « , des noyaux

de la multiplication par p_n
Les assertions suivantes sont évidentes :

m tout k-groupe formel connexe est un p-groupe formel ;

et

c et .
‘m si G =G xG , avec Gc connexe et G étale, est un k-groupe for-

) et
mel, G est un p-groupe formel si et seulement si G l'est ;

s un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si G(k')

est un groupe de p-torsion, pour toute extension finie k' du corps k ;

8 un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si G(R)

est un groupe de p-torsion, pour tout k-anneau fini R ;

B la catégorie des p-groupes formels sur k est une sous-catégorie épaisse

de la catégorie des k-groupes formels ;

N\
m le groupe CW‘< est un p-groupe formel.

1.2. Soit G un k-groupe formel et soit BG son algébre affine. L'ensemble

des morphismes de k-schémas formels de G dans C/\>V'k s'identifie, par le

125



GROUPES p-DIVISIBLES

lemme de Yoneda, a C/‘\\/Vk(BG
module A[F] -pro-artinien (chap.II, prop.4.1).

) et a donc une structure naturelle de Dk—

Soit  MI(G) = Hom(G,CQV le groupe des morphismes (de k-groupes for-

mels) de G dans CWk . L'identification précédente permet de considérer

M(G) comme un sous-Dk—module topologique fermé de C/Wk(BG) . Plus préci-

sément, considérons les trois applications continues suivantes de BG dans

B_®B . : le coproduit A, , l'application a » aél , l'application a =~ 1®a ;

G G G
AN
par fonctorialité, elles induisent des applications continues de CWk(BG) dans

C/WK(BGéBG) que nous notons de la méme maniére ; on voit que MI(G) s'i-

N\
dentifie au sous-D, -module fermé de CW, (B,) formé des éléments a véri-

"k k®a
fiant AG(g_) = a®l + 1®a .

Si © : G - H est un morphisme de k-groupes formels, il est clair que

AN N\
l'application évidente Mf(p) : M(H) = Hom(H,CW, ) - M(G) = Hom(G,CWk) est

k
continue.

Si maintenant G est un p-groupe formel et si, pour tout ne¢ IN , Gn
désigne le noyau de la multiplication par pn dans G , on voit que MI(G)

s'identifie & la limite projective des 1\_/I(Gn) et que chaque M(Gn) est tué

par pn . On en déduit que N p" M(G) = {0} et il en résulte facilement
n=0

que MI(G) est un D _-module A[EF] -profini.

k
On a donc ainsi défini un foncteur contravariant M , que nous appelons

le foncteur module de Dieudonné, de la catégorie des p-groupes formels sur k

dans celle des Dk—modules A[F] -profinis. Il est immédiat que M est addi-

tif et exact & gauche.

1.3. A tout Dk-module A[F] -profini M , on associe un k-foncteur en grou-
pes formels G(M) en posant

i cont o

@ pour tout k-anneau fini R , GM)R) = Hoka (M,CWK(R)) est le groupe
N\

des applications Dk—linéaires continues de M dans CWk(R) (ot C/WK(R)

est muni de sa topologie naturelle, cf. n°II.1.6) ;

w si n:R-> 8 estun morphisme de k-anneaux finis, G(M)(n) est l'appli-

Y N AN
cation qui, & @ : M -~ CW,(R) , associe CWk(n)°cp : M - CW(S)

MODULE DE DIEUDONNE

Soit M un Dk—module A[F] -profini . Comme é\Wk est un k-groupe
formel, c'est un foncteur exact & gauche et on en déduit que G(M) est un

foncteur exact & gauche, donc que c'est un k-groupe formel (chap.I, prop.4.1).

Soit R un k-anneau fini. On sait (n°II.4.5) que le A-module topologique

N
CWk(R) est le produit direct de C/WC(R) qui est tué par pm , pour m suf-

k
. A et
fisamment grand, et de CWE (R) qui est discre;. Comme M est A[F]-
profini, on en déduit que le groupe Homcont(M',C/W (R)) des applications A-

A k
linéaires continues de M dans C/'\\/\/ (R) est de p-torsion. Il en est a fortio-
. t o )
ri de méme de G(M)R) = Hom]c:)on (M,CWk(R)) . Par conséquent G(M) est un
k
p-groupe formel.

On peut considérer G comme un foncteur contravariant de la catégorie

des Dk-modules A[F]-profinis dans celle des p-groupes formels sur k : si

@ : M - N est un morphisme de Dk-modules A[F]-profinis, Glp) est le

morphisme de G(N) dans G(M) défini par :

spour tout k-anneau fini R , Cj(cp)R : GIN)R) » G(M)(R) est l'application

/qui, a ¢ :N- C/\\Nk(R) , associe (o : M - C/\\Nk(R)

Il est clair que G est un foncteur additif exact & gauche.

1.4. L'objet essentiel de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 1.-

i) les foncteurs M et G sont adjoints & gauche.

ii) Le foncteur M induit une anti-équivalence entre la catégorie des p-

groupes formels sur k et celle des Dk—modules A[F] -profinis, et G

est un gquasi-inverse.

iii) 8i G est un groupe fini sur k d'ordre p’ , M(G) est un A-

module de longueur finie r .

On voit que ce théoréme implique que le foncteur M est exact, donc
N\
que le groupe CWk est un objet injectif dans la catégorie des p-groupes for-

mels sur k . On a en fait un peu plus

N\
THEOREME 2.- Le groupe CWk est un objet injectif dans la catégorie des k-

groupes formels.
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Comme tout k-groupe formel se’ décompose de maniére unique en le pro-
duit direct d'un groupe connexe par un groupe étale, et comme tout k-groupe
formel connexe est un p-groupe formel, on voit que la seule chose & démontrer,

en sus du théoréme 1, est la proposition suivante

t
PROPOSITION 1.1.- Le groupe C/\\N: est un objet injectif de la catégorie des

k-groupes formels étales.

Ce résultat sera démontré au §2.
Remarque : appelons Dk-module fini tout Dk—module a gauche qui est de lon-
gueur finie en tant que A-module. On voit que, muni de la topologie discréte,

tout Dk—module fini est A[F] -profini et méme Dk

dent montre donc en particulier, par restriction & des catégories convenables,

-profini. Le théoréme précé-

que

B le foncteur M induit une anti-équivalence entre p-groupes finis sur k

et Dk—modu’les finis ;

s il induit aussi une anti-équivalence entre les groupes formels sur k qui
sont des limites inductives de p-groupes finis et les Dk—modules profinis.
1.5. Soit G un p-groupe fini sur k . On peut le considérer aussi bien
comme un k-groupe affine que comme un k-groupe formel. En particulier, le
groupe G(R) est défini pour tout k-anneau R (pas nécessairement fini). Nous
nous proposons de déduire du théoréme 1 une description de G(R) a l'aide

de MI(Q)

PROPOSITION 1.2.- Soit G un p-groupe fini sur k et soit M = M(G)

Pour tout k-anneau R , le groupe G(R) s'identifie canoniquement (et fonc-

toriellement en R) au groupe Hoka(M,CWk(R)) des applications D -

linéaires de M dans CWk(R)

Démonstration : comme G est fini, M est un Dk-module fini et la

topologie de M est la topologie discréte. Si R est un k-anneau fini, on a,

cont \ W, (R)) = Hom_ (M,CW,(R)) (car
Dk k Dk k
la topologie de M est la topologie discréte) = Homp (M,CWk(R)) (car

k

d'aprés le théoréme 1, G(R) = Hom

C/Wk(R) = CWk(R)) et la proposition est vraie.

Dans le cas général, soit %(R) 1l'ensemble des sous-k-anneaux finis de
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R . Comme l'algébre affine de G est un k-anneau fini, on a

G(R) = lim G(S) ; par conséquent, G(R) s'identifie canoniquement (et fonc-
S€F(R)
toriellement en R) & lim  Homp (M,CWK(S)) . Tout revient donc & montrer
SeF(R) k

que, si u est une application Dk—linéaire de M dans CWk(R) , elle se
factorise & travers un CWk(S) , pour un S € %(R) convenable.

Pour cela, choisissons des éléments _a_l,gz,...,_qr qui engendrent M
en tant que A-module et posons u(gi) = (...,a_n {reerdg i) . Il est clair

qu'il suffit de montrer que le sous-k-anneau S de R engendré par les a—ni’

1

pour n€ N et i=1,2,...,r , est fini.

Supposons d'abord G unipotent. Il existe donc un entier s tel que

_\LSM = 0 . On a donc a_ =0, pour nz=s , et il n'y a qu'un nombre
fini de a_n i non nuls. Si, d'autre part, on a, pour i=1,2,...,r ,
Fa, =2\, .a, , avec les A, , €A , on doit avoir
-1 1,373 i, 7
p P :
s e )= R U1 Cpeees@n .
( ®on,i ’aO,l) ? k1,1( -n,j O,J)
j=1
Si 1'on note )Ti j 1'image de >‘i . dans k , on en déduit facilement que
l'on peut écrire
P > 5 P (@ ) )
= + ,
a-n,i ],?1 xi,ja—n,j n,i a—m,j n<m<s , l<j<r
ou les Pn . sont des polynémes a coefficients dans k . On voit alors, que

S est engendré, en tant que k-espace vectoriel, par les mon®mes en les
a n,j pour 0O<n<s et l<is<r , de degré < p en chacun d'eux ;
—il,
c'est donc bien un k-anneau fini.

Supposons maintenant G connexe et soit o l'idéal de S engendré

: s
par les a_ - Il existe un entier s tel que EF"M = 0 ; on a donc

’

s s
agn i =0 , pour tout n et tout i, d'odt o¢P =0 . Si, d'autre part, on a,
pour i=1,2,...,r, y§i=zpi jgj , on doit avoir

1

r
e Cre ey ) = Y G Creee @
oo ) T D e 0,f

=1
Si 1l'on note ﬁi j 1'image de by j dans k , on en déduit facilement que

7 !

l'on peut écrire
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SN ST S (CH I

1 llJ -n,J) n,1 -m,]

e

ou les P

’

tant, ni termes du premier degré. Comme 1'idéal o est nilpotent, on en dé-

sont des polynémes, a coefficients dans k , sans terme cons-

duit que l'on peut exprimer les a comme des polyntmes en les a

-n,i 0,]
S ’
Comme a%’ j =0 , l'anneau S est bien un k-anneau fini.
Le cas général s'en déduit en remarquant que tout p-groupe fini sur k
est le produit d'un groupe étale (donc unipotent) par un groupe connexe.
1.6. Montrons que les fonctewrs M et G sont adjoints & gauche. Soit G
un p-groupe formel sur k et soit M un Dk—module A[F] -profini. D'aprés
le lemme de Yoneda, l'ensemble des morphismes de k-foncteurs formels de G

dans G(M) s'identifie & G(M)(B.,) (od B désigne 1'algébre affine de G)

G G
Si BG = l_i_m Ri , avec les Ri des k-anneaux finis, on a
iel
GMMB.) = lim G(MR) = lim Hom™"™ (M, W, R) = Hom ™ (M, W @
G -~ i <~ Dk ki Dk k"G
ensemble des applications D -linéaires continues de M dans C/\\N (B.) . On

k k'Ba
voit immédiatement que, dans cette identification, une application D, -linéaire

k
- VAN
continue de M dans ka( ) est un morphisme de k-groupes formels si et

BG
seulement si son image est contenue dans M(G) . On a donc ainsi construit
une bijection entre le groupe Hom(G,G(M)) des morphismes du k-groupe for-
mel G dans G(M) et le groupe Homp, (M, M(G)) des applications Dk—
linéaires continues de M dans M(G) . On vérifie immédiatement que cette

bijection est compatible avec les structures de groupe et est fonctorielle en G

et M . Les foncteurs G et M sont donc bien adjoints & gauche.

1.7. Soit M un Dk—module A[F] -pro-artinien. Nous disons que M est
étale (resp. connexe) si FM = M (resp. si pour tout a € M , la suite des

FB5 tend vers 0).

PROPOSITION 1.3.- Tout Dk—module A[F] -pro-artinien s'écrit d'une maniére et

d'une seule comme la somme directe d'un module étale et d'un module connexe .

2 . : e g
Démonstration : soit M un tel module. Soit M b n EnM et soit

____________ n=0
c
M l'ensemble des a dans M tels que la suite des FM™a tend vers 0

130

MODULE DE DIEUDONNE

I1 est clair que Met et M€ sont des sous—Dk—modules fermés de M , que
M®  est connexe, et que, si N est un sous-Dk—module étale (resp. connexe)
de M , alors Nc met (resp. N < M%) . On voit donc qu'il suffit de montrer
que M = MeteBMC et que 1\/Iet est étale.

t (e} ; P
Remarquons que les définitions de M° et M gardent leur significa-

tion si M est seulement un A[F] -module pro-artinien (i.e. si l'action de V
n'est pas définie). Comme les limites projectives filtrantes sont exactes dans
la catégorie des A-modules pro-artiniens, on voit qu'il suffit de démontrer le

lemme suivant

IEMME 1.4.- Soit M un A[F] -module & gauche, gui est artinien en tant que

@
A-module. Posons Met = N Enl\/[ et soit M® l'ensemble des aeM tels

n=0
et c
que En_a_ =0 , pour n suffisamment grand. Alors M =M &M~ et
E_Met — Met

. n ,
Démonstration : comme M est artinien, la suite des F M est station-

@
naire. Soit m un entier tel que EmM = N EnM . On a alors
n=0
Met = gMet = EmM et M® est le noyau de F Le lemme s'en déduit.

. et c
Si M est un Dk—module A[F] -pro-artinien, et si M =M & M,

avec M€t &tale et MC connexe, nous appelons Met la composante étale

de M et M® la composante connexe de M

Il résulte de la proposition 4.1 du chapitre II, que si R est un k-
e
anneau fini ou profini, C@VE(R) est la composante connexe de CWk(R) et

C/Wit (R) sa composante étale. On en déduit immédiatement que

s si G est un k-groupe formel étale (resp. connexe), MI(G) est étale

(resp. connexe) ;

m si M est un Dp-module A[F] -profini étale (resp. connexe), le p-groupe

formel G(M) est étale (resp. connexe).

On voit donc que la démonstration du théoréme 1 se décompose en deux

parties : le cas étale et le cas connexe. En fait, nous procéderons en trois

étapes

lére étape : on commence par démontrer l'exactitude de M restreint aux

k-groupes formels étales, autrement dit, la proposition 1.1 : ce sera fait au
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§2 , comme conséquence de 1'étude du comportement de M vis & vis de

l'extension des scalaires ;

2e étape : on montre (§3) que le noyau de V dans MI(G) s'identifie
a l'espace tangent du dual de G et on en déduit le théoréme 1 dans le cas

étale (proposition 3.4) ;

3e étape : on montre (§4) que le quotient M(G)/FM(G) s'identifie a
l'espace cotangent de G et on en déduit le théoréme 1 dans le cas connexe

(proposition 4.5).

§2.- Extension des scalaires.

2.1. Commencgons par établir le résultat suivant

PROPOSITION 2.1.- Soit k' une extension finie galoisienne de k . Soit M

n W(k')-module pro-artinien sur lequel ¢ = Gal(k'/k) opére continOment et

semi-linéairement (i.e. M est un W(k)[g]-module et si geg , a€ W(k') ,

x€M , on a glax) = g(a)g(x)) . Alors

i) 1'application de W(k‘)@w(k)MQ dans M gqui &8 a®x associe ax

est un isomorphisme ;

ii) le G-module M est cohomologiquement trivial.

Démonstration : posons A = W(k) et A' = W(k")

Comme A' est un A[Q] -module libre de rang 1 , le g-module A' ®A MQ
est induit, donc cohomologiquement trivial et la deuxi@me assertion résulte de

la premiére.

Désignons par gl,gz,...,gn les éléments de ¢ et par el,ez,...,en

des éléments de A' qui relévent une base de k' sur k . Il est clair que

les ej forment une base du A-module libre A' et que la matrice des gi(ej)

est inversible dans A'
Tout élément de A' ®A I\/IQ’ s'écrit, de maniére unique, sous la forme

n
ej@aj , avec les aJ.E Mc+ . Si Zejaj =0, on a, pour tout i ,
=1

= gi(JZ, ejaj) = ZJ) gi(ej)gi(aj) = JZ gi(ej)aj . Comme la matrice des gi(ej) est

AR
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inversible dans A' , ceci implique que les aj sont tous nuls, et 1'applica-

tion considérée est injective.
Montrons que, si M# 0 , alors MQ # 0 : soit en effet x un élément

n n
non nul de M . Pour tout j , l'élément u,(x) = % gi(e_x) = 7, gi(ej)gi(x)

i=1 i=1
appartient a M% . Comme les gi(x) ne sont pas nuls et comme la matrice

des gi(ej) est inversible dans A' , les uj(x) ne sont pas tous nuls.

Montrons la surjectivité dans le cas ot M est de longueur finie (en
tant que A'-module) : il est clair qu'il suffit de montrer que lgA(MQ) = lgA,(M);

on le fait par récurrence sur 1gA,(M)

B c'est clair si lgA,(M) =1, car alors Mq # 0 implique que I\/IQ est iso-
morphe & k et M & k' ;

@ supposons lgA,(M) > 1 . On sait qu'il existe un élément non nul xE¢€ M4

et il est clair que 1l'on peut choisir x tel que px =20 .
On a alors une suite exacte de A'-modules sur lesquels (¢ opére semi-
linéairement
0 —k'— M — M — 0
a laquelle correspond une suite exacte de A-modules
0 —k — M¢ — Mm% o

car HI(Q,k') = 0 . On a donc lgA(Mq) = lgA(M'Q)H = lgA,(M‘)+1 (par hypo-

thése de récurrence) = lgA,(M)

La surjectivité dans le cas o M est artinien s'en déduit en remarquant
. . . r
que M est alors la réunion des noyaux de la multiplication par p , pour

reIN , et que le noyau de la multiplication par p' est de longueur finie.
Enfin, si M est pro-artinien et si N est un sous-A'-module ouvert,

n
on voit que N gi(N) , qui est stable par ¢ , est encore un sous-A'-module
i=1
ouvert. Par conséquent, M admet un systéme fondamental de voisinages ou-

verts de 0 formés de sous-A'-modules stables par G et la surjectivité de
I'application se déduit, par passage & la limite, de la surjectivité dans le cas

artinien.
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2.2.. Soit k' une extension finie de %k ; posons encore A = W(k) et
A' = W(k')
Si M est un D -module topologique, l'action de F et de V se pro-

k

longe au A'-module A’ @AM en posant

[

Flagx) = ola)®Fx
si a€A' , xXeEM ,

1

V@®x) = o 1(a)®Vx

et A ®AM devient ainsi un D, ,-module topologique qui est A'[F] -profini

kl
(resp. pro-artinien) si M est A[F] -profini (resp. pro-artinien).

Supposons k'/k galoisienne et soit G = Gal(k'/k) . 8i R est un k-
anneau profini, ¢ opére continiment et semi-linéairement sur le k'-anneau

profini k'@kR et l'on a (k'@kR)Q =R .

N A~
D'autre part, il est clair que CWk' = CWk®kk' . Par fonctorialité, ¢

~
opére continGment et semi-linéairement sur le A'-module pro-artinien CW,(k'@kR).

s P

,a) e CW (k'® R) , on voit que a € (CW_ (k' R)G

-n -1"70o k k ~ k k
si et seulement si chaque a__ ¢ (k‘@kR)Q =R . Donc (CW (k'@kR))Q s'iden-

20N k!
tifie & CW, (R) .

K
S5i a=(..,a _,...,a

Pour tout p-groupe formel G' sur k' , notons M'(G') le Dk,—module
AN
A'[F] -profini Hom(G',CWk,) . Si G est un p-groupe formel sur k d'algébre
affine BG , ona (cf. n°1.2), avec des notations évidentes,
AN R “
! = ' = +

MG ) = {aeCW,  (k'g Bo)| sa =2l + 182}

et
P “ “
M(G) = {ac€ CWk(BG) | aa = agl +1€a}

Par conséquent, M(G) = (M'(Gk.))q .

La proposition 2.1 implique alors que M'(Gk,) s'identifie & A' 2, M(G)
Le méme résultat reste vrai si l'extension finie k'/k n'est pas galoisienne
comme on le wvoit en plongeant k' dans une extension finie galoisienne k"

de k et en regardant l'action de Gal(k"/k)
On a donc démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2.- Soit k' une extension finie de k et soit G un p-
N\
groupe formel sur k . Posons M = M(G) e M'= M'(G,,) = Hom(Gk,,CWk,)

k

i) L'application naturelle de W(k')® M dans M' est un isomor-

W(k)
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phisme.

ii) Supposons l'extension k'/k galoisienne et soit ¢ = Gal(k'/k) . Le

roupe opére semi-linéairement et continGment sur M' et M = (M')Q .
groupe et

2.3. Nous allons maintenant démontrer la proposition 1.1 (cf. n°1.4).

Soit k une cléture algébrique de k . Si G est un k-groupe formel
étale, notons G(k) la réunion des G(k') pour k' parcourant les extensions
finies de k contenues dans k . Si G = Gallk/k) , G(k) est un G~
module discret et le foncteur G ~ G(k) induit une équivalence entre la caté-

gorie des k-groupes formels étales et celle des qk—modules discrets (n°I.7.1).

Rappelons (n°II.2.3) que, si l'on note Anr la limite inductive des

W(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k contenues dans k ,
. et - S -
et Knr le corps des fractions de Anr , le Qk module CWk (k) = CWk(k)

s'identifie a Knr/Anr . La proposition 1.1 est donc équivalente & la proposi-

tion suivante :

PROPOSITION 2.3.- Le module Knr/Anr est un objet injectif de la catégorie

des Qk—modules discrets.

Démonstration : Soit % un sous-groupe invariant ouvert de qk et soit
k' le corps fixe de U . Soit A' = W(k') et soit K' le corps des fractions
de A' . On voit que (Knr/Anr)u s'identifie & K'/A' . Posons

G = Gallk'/k) = qk/’u . Nous allons commencer par montrer que K'/A' est un

g-module injectif.

Soit T un @-module gquelconque. On voit facilement que le groupe
HomZ(l",K'/A') peut étre considéré comme un A'-module pro-artinien sur lequel
G opére continOment et semi-linéairement (la structure de A'-module et l'action
de ¢ sont évidentes ; la topologie est celle de la convergence simple ; com-
me ¢ est un groupe fini, T est réunion de ses sous—Z[q] -modules 1“f
qui sont de type fini sur Z ; chaque Homz(l“f,K'/A') est visiblement un A'-
module artinien et HomZ(I‘,K'/A') , qui est la limite projective des

Hom l“f,K'/A') est pro-artinien).

Z(
Considérons alors une suite exacte de G-modules

0 —T'" —>T7 —-T17" — 0
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Comme K'/A' est divisible, il lui correspond une suite exacte

0 — Hom%(l“ K /A — HomZ(l“,K /') — Hom%(l“ JK' /D) — 0

D'aprés la proposition 2.1, I—IomZ(l“",K'/A‘) est cohomologiquement trivial et
la suite

0 — Hom, c".,K'/A) — HomZ[Q] TC.XK'/A) — HomZ T',K'/A)—0

z(g] (gl

est encore exacte. Et K'/A' est bien un G-module injectif.

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit alors d'établir

1'assertion suivante :

PROPOSITION 2.4.- Soit A un qk—module discret. Pour que A soit injectif

(dans_la catégorie des Qk—modules discrets) il faut et il suffit que, pour tout

sous-groupe ouvert invariant 9 de Q’k , A'U soit un (Qk/’z,()—module injectif.
Commengons par établir un lemme :

LEMME 2.5.- Soit R wun_anneau et soit M un R-module & gauche. Soient

A et N deux sous-modules de M tels que ANN = {0} . On suppose A

injectif. Alors il existe un sous-module N' de M contenant N tel que

M = A@N'

Démonstration du lemme : soit M= M/N . Le sous-module A s'envoie

injectivement sur son image A dans M . Comme A , donc A , est injectif,
il existe un sous-module N' de M tel que M =A@N' . On voit que l'image

réciproque N' de N' dans M répond a la question.

Démonstration de la prop. 2.4 : si 9 est un sous-groupe ouvert inva-

riant de Qk , et si on pose @ = Qk/‘u , tout g-module peut étre considéré
comme un Qk—module discret sur lequel 9 opére trivialement. Pour un tel mo-

(M, 2% = Hom ]

M, A et on en déduit que
2061 ( ) q

dule M , on voit que Hom
q Z[Qk

A,l’( est injectif si A l'est.

Réciproquement, soit M un qk—module discret contenant A et soit N
un sous—Qk—module de M tel que NNA = 0 et qui est maximal pour cette
propriété. Pour tout sous-groupe ouvert invariant 9 de Qk , on voit que Nu
est un sous—(qk/’b()—module de MY vérifiant N’L(DA'L( = 0 . Supposons A’L(

injectif. D'aprés le lemme précédent, il existe un sous—(qk/u)—module N' de
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M?’( contenant Nu tel que Mu = AUEBN' . Si, avec des notations évidentes,
n+n' =6 ¢ (N+N')na , on a, pour tout g€ , (g-1)n = (g-1)6 = 0 , puisque

NnaA = 0 ; par conséquent 6§ ¢ A'L( et negN' ., On a donc (N+N')na =0,

U

d'od N+N' =N , ce qui implique N' =N . Si les A sont tous injectifs,

on a donc Mu = Au@ Nu , pour tout Y , d'ot M = p@N , car M = lim Mu

2.4. Conservons les notations du n°2.3. Nous allons établir un résultat qui

raméne la démonstration du théoréme 1 dans le cas étale au cas fini :

PROPOSITION 2.6.-

i) Tout p-groupe étale G est réunion de ses sous-groupes finis et le

Dk—module topologique M(G) s'identifie & 1lim 1\_/I(Gf) . pour G

parcourant les sous-groupes finis de G

ii) Tout Dk—module A[F] -profini étale est Dk-profini (i.e. admet un sys-

téme fondamental de voisinages ouverts de 0 formé de sous—Dk—

modules). Si M est un tel module, le p-groupe formel étale G(M)

s'identifie & lim G(M/N) , pour N parcourant les sous—Dk—modules

ouverts de M

Démonstration :

i) Soit T un Qk—module discret de p-torsion, soit %Y un sous-groupe
invariant ouvert de Qk et soit @ = Qk/u . Comme G est un groupe fini, le
G-module ru est réunion de ses sous-G-modules qui sont de type fini sur Z;
comme T est de torsion, un tel sous-module est un groupe fini. Comme T
est la réunion des ru , pour % parcourant les sous-groupes invariants ou-
verts de Qk , on voit que T est la réunion de ses sous-(-modules qui sont
fjes groupes finis. L'équivalence de catégorie entre p-groupes formels étales et

Qk—modules discrets qui sont de p-torsion montre que si G est un p-groupe

formel étale, G est la réunion de ses sous-groupes finis Gf . On a alors

P N\ as
M(G) = Hom(G,CWk) = Hom(l_iLnt,CWk) = lim Hom (Gf,CWk) = lim 1\_/I(Gf)
ii) Soit M un Dk—module A[F] -profini et soit QM l'ensemble des

sous-A[F]-modules ouverts de M . On sait que QM est un systéme fonda-
mental de voisinages ouverts de 0 . Pour tout N € QM , le quotient M/N
est un A[F] -module, de longueur finie en tant que A-module. Si M est

étale, ona FM =M et on en déduit que F est surjectif sur le quotient,
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donc aussi injectif. Si x€ N , x s'écrit Fy , pour un certain vy é M ;
comme l'image de Fy dans le quotient est nulle, y &€ N , donc " Vx = py

aussi. Les éléments de QM sont donc tous des sous—Dk-—modules.

On sait (cf. n°1.7) que si M est étale, G(M) est un p-groupe formel

étale. Pour montrer que G(M) = lim G(M/N) , il suffit donc de montrer que,

NEDy,
pour toute extension finie k' de k , G(M)(k') = lim G(M/N)(k') . Or
NEQM
cont ~ cont
G(M)(k") = HomD (M,CWk(k')) = Homp, (M,K'/A') , groupe des applications
k k
D, -linéaires continues de M dans K'/A' . Comme K'/A' est discret, la

k
continuité implique que le noyau d'une telle application est ouvert et

G(M)(k') = lim Homy (M/N,K'/A') = lim G(M/N)(k')
Nea,, K NEQy,

§3.- Module de Dieudonné et espace tangent.

3.1. Soit G un p-groupe formel sur k , soit BG son algébre affine et

soit IG 1'idéal d'augmentation de BG . Soit VB = VB le décalage comme

endomorphisme de 1'anneau BG (n°I1.7.5). Il est clair que VB(IG) CIG . Si

G est étale, pour tout a ¢ IG , la suite des Vg(a) tend vers 0 . Autrement

dit, pour tout a € IG et pour chaque composante locale Bi de BG , les
projections des Vg(a) dans Bi sont nulles pour n suffisamment grand.
Dans le cas o G est quelconque, ceci implique que, pour tout a € IG et

pour chaque composante locale Bi de B , les projections des Vg( a) dans
Bi sont presque toutes dans 1'idéal maximal de Bi . Par conséquent (n°II.4.4),

le covecteur
n
a = (...,a_n,...,a_l,ao) , avec a_, —VB(a) pour neIN ,
£1¢6 de W, (B.)
est un élément de kBa
W N
Nous notons BG l'ensemble des éléments de CWk(
forme aW , pour un ac€l

de CW (B.)
e kG

BG) qui sont de la
. On voit que BW est un sous-D, -module fermé

G G k

L'application a w» aw définit une bijection de IG sur Bva . On voit

que c'est en fait un homéomorphisme (si IG est muni de la topologie induite
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par celle de B_).

G
Soit maintenant a = (...,a_n,...,a_l,ao) un élément de M(G) . On voit
facilement que 1'égalité AG(a) = a@l +1®a /iinplique que tous les a_, sont
dans IG . Comme dans l'algébre affine de CWk , le décalage envoie X—n
sur X—n—l (n°II.4.3, remarque 1), on voit que
Va = (a_ jeeia_gia g) = GooVpla )i Vpla_ ) Vptal))
Donc, pour tout n , VB(a_n) =a__ et ac¢ Bg . On a donc démontré le

résultat suivant :

PROPOSITION 3.1.- Si G est un p-groupe formel sur k et si B est son

- G
algébre affine, MI(G) est un sous—Dk-module fermé de Bg . En particulier,
1'application qui 8 a = (...,a _,...,a ,,a ) € M(G) associe a €1 est _in-
= -n -1""0o - 0 G —

jective et continue.

3.2. Regardons maintenant quel est le noyau de V dans M(G) . C'est l'en-

semble des a = (...,a_n,...,a_l,ao) € M(G) tels que a_n=0 si n=1 . Par
conséquent, le noyau de V s'identifie & l'ensemble des ag € IG tels que

=a gl +1g °1.8. a1 e
AG(aO) ao®1 l1®a, , ou encore (n°I.8.6) & l'ensemble Hom(G Ga) des

morphismes du k-groupe formel G dans le complété formel du groupe additif.
Le noyau de V dans M(G) est, d'autre part, un sous—Dk—module fermé N-
de MI(G) tel quee VN = 0 . C'est donc un Dk/ka = k[F] -module topologi-
que. On a vu au n°I1.8.7 que Hom(G,Ga) a une structure naturelle de k[F]-
module topologique. On vérifie immédiatement que, dans l'identification qui

précéde les deux structures de k[E]-modules topologiques coincident.

Si iD(G) désigne le dual de Cartier de G , on sait (n°I.8.7) que
]D(G)(k) . On peut donc
énoncer :

PROPOSITION 3.2.- Soit G un p-groupe formel sur k . L'application, gui

a
,ao) associe ag définit, par restriction au noyau de V ,

-n -1
un_isomorphisme du novau de V dans MI(G) sur le k[F]-module topologique

Hom(G,Ga) =~ t]D(G)(k)

3.3. La démonstration du théoréme 1 dans le cas étale utilise le résultat sui-

vant :
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PROPOSITION 3.3.-

i) Soit G un p-groupe fini sur k , d'ordre pr , tel que VG =0

Alors M(G) est un Dk—module fini vérifiant VM(G) = 0 dont la

longueur sur A est égale a8 r

i) Soit M un Dk—module fini, de longueur sur A égale & r , véri-

fiant VM = 0 . Alors G(M) est un groupe fini sur k , d'ordre pr,

tel que VG =0

Démonstration :

i) Posons M = M(G) . Il est clair quee. VM = 0 . Par conséquent,

d'aprés la proposition 3.2, M s'identifie a (k) . Le fait que V_ =0

‘D) G
implique que F]D(G) =0 ; comme D(G) a le méme ordre que G , on voit
que l'algébre affine de ID(G) est de la forme k[xl,xz,...,xr]/(xi),xg,...,xi))

2

En particulier, tE(G)(k) = I]D(G)/IID(G) est un espace vectoriel sur k de

dimension r , donc aussi son dual t]D(G)

ii) Si VM =0, ona pM =0 et M est un k[F]-module, de dimen-
sion r sur k . Soit G = G(M) . Pour tout k-anneau fini R , on a
GR) = Hoka(M,CWk(R)) . Comme VM =0 et comme le noyau de V dans
CWk(R) est formé des covecteurs (...,0,...,0,ao) , on voit que G(R) s'iden-
(M,R) (od R est muni de sa structure évidente de k[F]-

tifie a Homk[g]

module & gauche, F opérant par Fy = yp , pour tout vy € R).
Soit  (u.), . une base de M sur k . Pour tout j compris entre 1
i"l<igr
r
et r , posons _]f‘_uj = 3, jui , avec les 3 je k . S8i 1 est une appli-
i=1 Y ’

cation k-linéaire de M dans R , et si n(ui) =y on voit que n est un
élément de G(R) si et seulement si, pour tout j , n(ﬁuj) = En(uj) , i.e.

. Par conséquent, l'algébre affine de G s'identifie au quo-

; P
si . = a, .v,
y] 12 1,1

tient BG de l'anneau k[xl,xz,...,xr] par 1'idéal engendré par les
i i i
x°- Y, a. .x, . Les images des x. x.2..x ' ,
] i 1,7 1 1 72 r
base de BG sur k , donc BG est un espace vectoriel sur k de dimen-

pour 0 = ij <p , forment une

‘sion p' , autrement dit G est d'ordre p' . Comme l'addition dans GI(R) est
induite par 1l'addition dans R , on voit que le coproduit dans BG est défini

= & + 2 A =
par Axi Xi®1 1®xi . Par conséquent VG 0
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3.4. Nous allons terminer ce paragraphe en démontrant le théoréme 1 dans le
cas étale. On sait (cf. n°1.6) que les foncteurs M et G sont adjoints &

gauche. Il suffit donc de prouver la proposition suivante
PROPOSITION 3.4.-

i) Si G est un p-groupe fini étale d'ordre pr , M(G) est un A-

module de longueur r

ii) Pour tout p-groupe formel étale G , le morphisme de G dans

G M(G) provenant de 1'adjonction est un isomorphisme.

iii) Pour tout Dk—module A[F] -profini étale M , l'homomorphisme de M

dans MG(M) provenant de 1'adjonction est un isomorphisme.

Démonstration :

i) Si G est un p-groupe fini étale simple, on a VG =0, et l'as-
sertion (i) est vrale, d'aprés la proposition 3.3. Le cas général s'en déduit
par récurrence sur la longueur de G , en utilisant le fait (cf. n°2.3) que M,

restreint aux k-groupes formels étales, est exact.

a

ii) D'aprés la proposition 2.6, on voit, par passage a la limite, qu'il
suffit de démontrer 1'assertion (ii) dans le cas ot G est fini. Notons

ug G - GM(G) le morphisme défini par 1'adjonction.

- Si G est simple, d'ordre p' , on a VG = 0 . Par conséquent,
d'aprés la proposition 3.3, M(G) vérifie V M(G) = 0 et est un A-module
de longueur r , donc GM(G) est encore d'ordre pr . Si s n'était pas
un isomorphisme, on aurait donc Ug = 0 , donc 1_\_/I(uG) = 0 . C'est impossi-
ble, puisque 1\_/I(uG) : MG M(G) - M(G) est un épimorphisme et M(G) # 0

- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G : En

A

effet, comme M restreint aux k-groupes formels étales est exact, a toute

suite exacte de p-groupes finis étales de la forme
0 —G — G — G"— 0

correspond une suite exacte
0 — M(G") — M(G) — MG') — 0,

d'od un diagramme commutatif
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0o — G — G — G — 0
LuG, luG luGu
0 — GM(G') — GM(G) — GMI(G")

ol les lignes sont exactes. On en déduit que Us est un isomorphisme si UG'

et en sont.

uGH
iii) De méme, par passage a la limite, en utilisant la proposition 2.6,
on voit qu'il suffit de démontrer 1'assertion (iii) dans le cas ot M est de

longueur finie sur A .

Notons VIR M - MG(M) le morphisme défini par l'adjonction.

- 81 M est simple, le méme raisonnement qu'en (ii) montre que M
est un isomorphisme.

- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de M (en

tant que Dk—module) : A toute suite exacte

0 — M — M — M" — 0

de Dk—modules finis étales, correspond une suite exacte

0 — G(M") — G(M) — G(M")

Comme les groupes G(M") , G(M) et G(M') sont étales et comme M

restreint aux groupes étales est exact, on a un diagramme commutatif
0 — M — M — M" — 0
e NSV e
MG(M') — MG(M) — MG(M") — 0

ol les lignes sont exactes. On en déduit que, si v et v sont des
isomorphismes, M est un épimorphisme. Soit N le noyau de VM Comme
G est exact & gauche et comme G(v ) est un épimorphisme, on voit que

M
G(N) =0 .

Supposons N # 0 . Comme N est étale, VN = VFN = pN et
N/UN = N/pN # 0 . D'aprés la proposition 3.3, on aurait donc G(N/VN) # 0,
d'od, a fortiori, G(N) # 0 . Par conséquent, N =0 et VM est un isomor-
phisme.
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§4.- Module de Dieudonné et espace cotangent.

4.1. Rappelons (cf. n°3.1) que, si G est un p-groupe formel sur k , tout

S

élément de MI(G) est de la forme bw , pour un b appartenant a 1'idéal

0
d'augmentation de l'algébre affine de G

0

PROPOSITION 4.1.- Soit G un p-groupe formel sur k . Soit B son algé-

G

bre affine et soit IG 1'idéal d'augmentation. Pour tout b € IG il existe
e _ , . 2 w

bO € IG vérifiant bO = b modulo 1'adhérence de IG tel que b0 € M(G)

Démonstration : comme ce résultat est trivialement vrai si G est étale,

on peut supposer G connexe non réduit a - 0

Pour tout entier m = 0 , notons Bm = émB 1'algébre affine de G™ et

Irn son idéal d'augmentation ; notons aussi, pour tout entier r=1 , Im ,
’

l'adhérence de I. dans B
m m
Soit éa le complété formel du groupe additif sur k . Si l'on considére
le complexe C'(G,éa) (n°1.10.4), on voit que le groupe des m-cochafnes

Cm(G,é ) s'identifie & B . Nous notons & :B - B 1'opérateur bord
a m a m m

+1

correspondant. Il est clair que aa(Im) c Im_'_1

e
Considérons d'autre part le complexe C'(G,CW,) . Le groupe des m-

cochafes s'identifie & C/{/\Vk(Bm) et contient Bx (ik.e. l'ensemble des
a-= (...,a_n,...,a_l,ao) € C/Wk(Bm) tels que a, € Im et a_, = VrBlm(ao) .
pour tout n). On voit que les Bx forment un sous-complexe de C'(G,C/Wk),
i.e. que l'image par l'opérateur bord de Bx est contenue dans Bva+1 . Lors-
que l'on identifie BY a I (en envoyant a = (...,a _,...,a ) sur a)

m m -n o o

l'opérateur bord induit une application, que nous notons aw , de Im dans
)W = 3(a%¥) si 3 est l'opérateur bord).

On a donc awoaw = 0 , mais l'application aw n'est pas en général k-

linéaire, ni méme additive. Toutefois, si ceIm L on a cw = (...,c_n,...,co),
— p— n ! 2z . . 2z .

avec cO =c et c_n VBm(cO) c Im,r , et on en déduit immédiatement que

(11) si aeIm et ceIm,r , alors aw(a—c) = awa - 3,C (mod Im+1,r+1) ,

(12) si cEIm,r , alors 3,C =9.¢ (mod Im+1,r+1)

On voit que, si b,€l; , on a bW ¢ M(G) si et seulement si 3 (b0)=0.

0 0
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Pour tout be€l, , on voit que 3 b =3 b =0 (mod I ) ; comme G est
1 w a . 2,2

connexe, I1 et I2 sont topologiquement nilpotents et, compte-tenu de (11) ,

pour démontrer la proposition, il suffit de prouver le lemme suivant :

IEMME 4.2.- Soit r un entier = 2 et soit beI1 tel que awb € I2 - 1

existe CEIl,r tel que awb = awc (mod I )

2,r+1
Démonstration : posons - b' = awb . On voit que b' est un tenseur sy-
métrique de IZ,r et que awb = aw(awb) =0 . D'aprés (12) , on a

aab = 0 (mod I )

3,r+l1
Si r n'est pas une puissance de p , il résulte de la proposition 10.5

du chapitre I qu'il existe cell,r tel que D' = aac (mod 12,r+1) . D'apres
(1 )

) on a aac =29,¢ (mod I ) donc awb =3,° (mod I

2 2,r+l 2,r+1

Supposons donc que 1r=ps , avec s=1 . Choisissons (cf. n°I.9.1)
un k-homomorphisme continu ¢ d'un anneau de séries formelles k[[(xj)jET]]

sur BG tel que le noyau de 6 soit l'adhérence de 1'idéal engendré par les
V(i) '

X? , pour y(j) # +o (o les y(j) sont des éléments convenables de

N#*U{+eo]} , vérifiant y(j) = 2) et posons S(Xj) = xj . Si

AXLY) = p'l((X+Y)p—Xp—Yp) , la proposition 10.5 du chapitre I montre qu'il

existe c¢ I1 r

7

et des Ajek tels que

s-1

b + P a1, 16k d 1 )
=3¢ ij/\xj &1, 1ox; ) (mo 2,041

la sommation étant étendue aux j€J tels que ss<y(j)

Les formules (1.) et (12) montrent que

N

N pS—]'A N ps_l
(2) (b-c) = T XjA(Xj ®1, 1®xj ) (mod IZ,r+l)

m

Ow

et, pour achever la démonstration du lemme, il suffit de vérifier que ceci im-

plique la nullité de tous les Xj
Pour tout entier m= 2 , posons

-1 p_p_ P p
= X+ E X -XE - - .
T (Xl’XZ""’X ) p ((X1 Xz LK) X1 X2 we=X0)

S

c'est un polynéme & coefficients entiers rationnels. On voit que TZ(X,Y) = 7 (X,Y)

et que, pour tout entier m=2 ,
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Xygeen X ) =T X, ,X X )

(3) ’\(X1'Xz) +Tm(X1+X2 3 m+1 m+112 T T m+l

W W W
+u, =v .
1 2

1'unique veIm tel que u

Pour u,,u, € I , notons u,®u
1 m

2 1772
Il est clair que @ munit Im d'une loi de groupe abélien et que

(4) si u, € Im et u2€I , uleau2 = u1+u2 (mod I )

m,r m,r+l
Si on pose - a = b-c , la formule (2) se réécrit

ps—l . ps—l
> )\j/\(xj ®1, 1®xj ) (mod Iz,r+1)

—
)
-
[e%
'~
2
=
n

On voit tout de suite que pa = (aél)ea(léa) e aw(a) ; on a donc,

d'aprés (4) ,
) X ps-lA . ps—l
(8)  sa= (@@ e (1&a) -Tanky &1, 1ex; ) (mod I, )

Pour tout m=2 , soient o, et Bm les éléments de Im définis par

®>

o = (a®18...61) @ (18a®...61) @...0 (181®...0a) ,
" s . o . ps—l
? ®..81,...,1818...8% )

I
™
>
—
&

o}
X

—_
R
®>»
—
—
X
b

B

m j m
Notons 4~ le m-idme itéré de 4 (ona A, =4, by = (A®1) o A ,uuu)e

Par récurrence, on montre que, pour tout m=2 ,

(6) b3 = am—Bm (mod Im,r+1)

pour m=2 , c'est la formule (5) ; on voit que

Lelg..elo ) =a ,,96G (@&l18..81)

m m+1 w
= - 81®... & ‘aprés (4
= . Bw(a)®l®...®1 (mod Im+1,r+1) (d'apres (4))
ps—lA R R . ps—lA R
= o —Z)‘jl\(xj ®1®...®1,1®xj ®...%1) (mod Im+1,r+1) ;
et que
s-1

~ L, o~ ~ _ p .~ ~ ~ pS—I ~
= T : 1®...81+1 : a1
(L®l® ®1)(Bm) ij m(xJ ®1l® ®x] &..01 ,
~ A PN . a oA ps—l
1818xP  g..81,..., 1818...8x%, ) (mod I ) ;
on voit donc, en utilisant (3), que
(A®1®...®1)(qm—8m) = a4 " Boi

ce qui achéve de prouver (6)

Soit alors TSpI1 le sous-groupe de Ip formé des tenseurs symétriques
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et soit s 1'opérateur de symétrisation (on a donc

s(u,®u. ®...8u) = ¥ u ( )®u ( )é...é u ).

1 2 2
p gee 9 g g(p)
p
Tout élément u de TS'pI1 s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme
Ny

b(u)® +tuy . avec b(u) € I1 et uj€ s(Ip) . On sait (cf. n°I.7.6) que

~P

®

a =1V + , =
Ay B(a) (Apa)0 avec VB(a) b(Apa)
Soit Bk 1'algébre affine de C/’\?\/k . Notons encore Ap le p-iéme itéré
du coproduit 5ians Bk . Comme Vg (XO) =X_3 (cf. n°II.4.3, remarque 1),
" k &P

on a, de la méme maniére, avec des notations évidentes, ApXO = X®l +(ApX0)O .

Notons ¢ I'homomorphisme de 1l'algébre Bk dans BG défini par le

w _ &P 5 ~p ;
covecteur a et | =0 H) Bk - ® BG . On voit que qj(ApXO) = ap . On
adonc a = 00 + p(a X)) = o )T+ (XN = V@ + (0 X )
P -1 p 0°0 -1 p 0°°0 B p o
et b(ocp) = VB(a)
D'aprés (6), on a Apa = qp—ep (mod IpIH_l)p. Comme
— — - . ®
b(Apa) = b(qp) = VBG(a) , on en déduit que b(Bp) = 0 (mod Ip,r+1 = Ip,ps+1)
ou que b(B ) = 0 (mod I s-1 ) . Un calcul simple montre que
p ao1 1,p +1
b(Bp) =2 o_l()\j)x? ; les >‘j doivent donc étre tous nuls, ce qui achéve

la démonstration du lemme.

4.2. Soit G un p-groupe formel sur k , soit B son algébre affine, soit

G
IG 1'idéal d'augmentation et soit Ié l'adhérence_de Ié . Rappelons
(cf. n°1.8.7) que l'espace cotangent té(k) = IG/Ié de G a une structure
naturelle de k[V] -module topologique, autrement dit de D, -module topologique

k
annulé par F

PROPOSITION 4.3. - Soit G un p-groupe formel sur k . Soit e 1'applica-
tion de MI(G) dans t"é(k) qui & b= (...,b_n,...,b_l,bo) € M(G) associe
l'image de bo dans t"é(k) . L'application Ng &st Dk—linéaire continue sur-

jective. Son novau est FEMI(G)

Démonstration : ici encore ce résultat est trivialement vrai si G est

étale et nous supposons G connexe non réduit @& 0 . On conserve les nota-

tions utilisées dans le n°4.1.
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La linéarité et la continuité sont évidentes. La surjectivité n'est autre

que la proposition 4.1.

Il est clair que FMI(G) est contenu dans le noyau de Comme

¢
1'idéal d'augmentation est topologiquement nilpotent, on voit que, pour achever

la démonstration de la proposition, il suffit de démontrer que, pour tout entier

r2 , si b est un élément de I1 : tel que bwe M(G) , il existe c€I1

1] s
) et ¢V e FM(G)

tel que b =c (mod Il,r+1

. w _
Soit donc bEIl,r Il,r+1 tel que b ¢ M(G) . On a donc awb 0

donc, d'aprés (12) , aab 0 (mod 11 ) . D'aprés la proposition 10.5 du

r+1
chapitre I ceci implique que r = pS , avec s entier = 1 et que

P° (mod )
b =2j:,>\jxj mo Il,r+1 s

les >\J, étant des éléments de k , la sommation étant étendue aux je¢J

- -5
r+1) , avec d =Xo ()‘j)Xj .

D'aprés la proposition 4.1, il existe d0 €Iy vérifiant d0 =d (mod I1 2) et

7

s

tels que s<wv(j) . On a donc b =dP” (mod I1
w ps . i
d. € M(G) . Posons c = dO . On voit que ceI1 . et vérifie

0
c=b (mod 1 ) et cVe F°M(G) c EM(G)

,r+1
COROLIAIRE 1.- Si G est un p-groupe formel sur k tel que FG =0, on
a FM(G) = 0 et MI(G) s'identifie canoniquement & té(k) . En particulier,

si G est un p-groupe fini d'ordre p' tel que FG =0, M(G) est un es-

pace vectoriel sur k de dimension r .

C'est clair |

COROLLAIRE 2.- le foncteur M , restreint & la catégorie des k-groupes formels

connexes, est exact.

11 suffit en effet de montrer que, si G' - G est un monomorphisme de
k-groupes formels connexes, l'application correspondante M(G) - M(G') est
surjective. Comme M' = M(G') est un Dk-module A[E] -profini connexe, on

voit que si N est un sous—Dk—module fermé de M' , on aura N = M' si

et seulement si N/(EM'NN) = M'/EM'
lLe fait que G' - G soit un monomorphisme implique que l'application
correspondante sur les algébres affines est surjective, donc que l'application

canonique t*é(k) - té,(k) est surjective.
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Il est clair que le diagramme

est commutatif. On en déduit que 1'application de M(G) dans

té,(k) ~ M(G')/EM(G') est surjective, d'ol le corollaire.

4,3, Soit M un Dk—module A[E] -profini et soit G = G(M) . On sait

(cf. n°1.8.4) que l'espace tangent tG(k) de G s'identifie au noyau de

2
Gle) : Gk[t]AT) - Gk) ob ¢ : k[’c]/t2 - k est définie par e(A+ut) = A ,
si A0 €k

s
On voit que CWk(k[t]/tz) est l'ensemble des covecteurs de la forme
e + N + A
( A te_ b Aot pot) , avec les A et les B dans k

s
et les X—n presque tous nuls. On voit aussi que le noyau de CWk(e) s'i-

A\
dentifie & CW]S(k[t] /tz) et est formé des covecteurs de la forme

(. . ,p,_nt,o . .,u_ltlp.ot)

En particulier, tG(k) s'identifie a Hom%ont(M,C/WE(k[t]/tz)). Comme
k

il est clair que EC/\?VE(k[t]/tz) = 0 , on voit que l'on peut encore identifier

t (k) a Hom ™ (M/EM,WEKE] 42))
G Dk k
Soit ue¢ tG(k) et soit U son image dans HomcDont(M/f_M,C/V\VE(k[t]/tz)).
k
Pour tout a€ M/FM , u(a) = (...,p_nt,... ,p_lt,pot) QO p = u_n(u,g)
est un élément de k qui dépend de u et de a . Posons EM(U)(Q) = po(u,g)
PROPOSITION 4.4.- Soit M un D, -module A[F] -profini et soit G = G(M)

k
i) Pour tout u € tG(k) , l'application EM(U) : M/FM - k définie ci-

dessus est k-linéaire continue.

ii) L'application EM: tG(k)—» Sgont(M/EM,k) , espace des applications

k-linéaires continues de M/FM dans k , ainsi définie, est un

isomorphisme de k-espaces vectoriels.

Démonstration : il résulte immédiatement du fait que le carré de 1'idéal

maximal de k[t]/’c2 est nul que l'application qui & (... ,p_nt,...,u_lt,uot)
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associe (“—n)ne]N définit un isomorphisme du k-espace vectoriel topologique
5,C o 2 N . . s —

CWk (k[t] /t°) sur k° . La premiére assertion de la proposition, ainsi que le
fait que § est une application k-linéaire en résultent.

M

Soit (gi)ieI

-\
Se donner une application k-linéaire continue 6 : M/EM - CWE(k[t]/tz) re-

une base topologique du k-espace vectoriel profini M/EM .

vient & se donner une famille (p_n i)nE]N icl d'éléments de k telle que,

pour n fixé, presque tous les . sont nuls : l'application 6 est alors
Hon,i
’

éfini = (eeey Tieeas L, .
définie par e(g_i) ( Wy g H—l,lt uollt)

Pour tout jelI , Ej s'écrit sur la base des a; sous la forme
Va, = Z A, .a, , avec les A,
- , i, ;i i
iel
pour i fixé, presque tous les Xi j sont nuls.

I

j € k ; le fait que V est continue implique que,

’

Il est clair que 1'application k-linéaire continue 6 définie ci-dessus
sera D -linéaire si et seulement si, pour tout j€I , G(MQJ.) = M(G(gj)) .

ou encore si

J -n,l ] _1,i

(..,(iZki'.u o A g )t,(?xiljuoli)t)=

= (eeo,p ""'“—Z,jt'“—l,jt) , pour tout jel

t
-n-1 ']

Si les Mo,y presque tous nuls, sont donnés, on voit que les o1 j

se calculent, de proche en proche, par la formule

u_n_llj N iZ)\ilju_nli :

le fait que les )‘i j sont presque tous nuls, pour i fixé, implique que si

'

les . sont presque tous nuls (n fixé), les le sont aussi. On

-n,j Mon-1,3
voit donc que les Mo i presque tous nuls, étant donnés, il existe un élé-

ment u de tG(k) et un seul tel que E’M

qui montre que l'application éM est bijective.

(u)(gi) =gy ¢ pour tout i , ce

4.4, Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 1 dans le
cas connexe. Compte-tenu de ce qui a été fait au §1, il suffit d'établir le ré-

sultat suivant :
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PROPOSITION 4.5.-
r

i) S8i G est un p-groupe fini connexe d'ordre p , MI(G) est un A-

module de longueur r .

ii) Pour tout k-groupe formel connexe G , le morphisme de G dans

G M(G) provenant de l'adjonction est un isomorphisme.

iii) Pour tout Dk—module A[F] -profini connexe M , l'homomorphisme de

M dans MG(M) provenant de l'adjonction est un isomorphisme.

Démonstration : montrons (i) : si G est un p-groupe fini connexe sim-

ple, on a PG = 0 et (i) résulte du corollaire 1 de la proposition 4.3. Le
cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G en utilisant le

fait que M est exact (cor.2 de la prop.4.3).

Pour tout k-groupe formel connexe G , notons Gn le sous-groupe de

G noyau de 1:'lrl

G - On sait que G = lim Gn . On a donc

n

A~
M(G) = Hom(G,CW,) = Hom(lip G_,CW,) = lim Hom(G_,CW,) = lim M(G ).

L'exactitude de M implique en outre que I_\_/[(Gn) = I\_/I(G)/E_HM(G)

De méme, pour tout Dk—module A[F] -profini connexe M , posons

M= M/EPM . 1l est clair que M = lim M_ .

Si R est un k-anneau fini, le radical de R est nilpotent et on en dé-

PN
duit qu'il existe un entier r tel que _lirCWE(R) =0 . On a donc G(M)R) =

Hom ™ (M, GW, R)) = Hom > (M,CWZR)) (car M est connexe) =
K k

HomS™ (M/E'M,CWER)) = lim Hom " (M_,CWE(R) , donc G(M) = lim G(M ).
Dy - k = D " ntmk N "

En outre, comme G est exact & gauche, on voit que (_S_(I\/In) = ((_3_(1\/[))rl .

Ces considérations raménent en particulier la démonstration de l'assertion

(ii) (resp. (iii)) au cas ol Fg =0 (resp. EnM = 0).

L'assertion (ii) se démontre alors par récurrence sur l'entier n tel que

F.=0:

n
G
m soit G un groupe tel que PG =0 ; On voit que FM(G) = 0 et on en

déduit que 0 . Il suffit donc de montrer que le morphisme cano-

Fam@e) =

nique ug G - GM(G) induit un isomorphisme des espaces tangents.

D'aprés le corollaire 1 & la proposition 4.3, M(G) s'identifie canonique-
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ment a té(k) ; la proposition 4.4 définit un isomorphisme canonique de

t_C_;i_\_/I(G)(k) sur le dual topologique de M(G) ; on a donc un isomorphisme

de tG(k) sur (k) et on vérifie facilement que c'est bien la fléche

Fevi(e)
provenant de 1'adjonction.

Soit G un groupe tel que Pg = 0 . On considére la suite exacte

0—>KerFG—>G—>ImPG—-—>O

L'assertion (ii) se déduit de l'exactitude de M (cor. 2 a la prop. 4.3)
et de 1l'hypothése de récurrence appliquée a Ker FG et Im PG (exacte-
ment comme pour la démonstration de 1'assertion (ii) de la proposition 3.4).

L'assertion (iii) se démontre de maniére analogue

Soit M un D, -module A[F]-profini tel que FM = 0 . On voit que

k
F_@(M) =0 , donc que. FMG(M) = 0 . Comme FM =0 , tg(M)(k) s'i-
dentifie (prop. 4.4) au dual topologique de M , donc té(l\/[) (k) s'identi-
fie & M . Comme FG(M) =0, MG(M) s'identifie (c—c;r.l a la prop.4.3)
a té(k) donc & M et on vérifie encore que cette identification n'est

autre que la fléche provenant de 1'adjonction.

n P p
Le cas d'un module M tel quee F'M = 0 s'en déduit par récurrence sur
n (exactement comme pour la démonstration de 1'assertion (iii) de la pro-

position 3.4) : il suffit de considérer la suite exacte
0 —FM — M — M/FM — 0 ;

on applique l'hypothése de récurrence & FM et & M/EM , et on utilise
l'exactitude de M et le fait que si N est un Dk—module A[F] -profini
non nul, G(M) # 0 , ce qui est une conséquence triviale de la proposition

4.4,

§ 5.- Dualité.

5.1.

éta

les

Rappelons que le k-anneau Ck = Cp(k) a été défini au n°Il.6.7 comme
nt l'anneau des éléments de la forme 2 as—e's (ot §=1{sezZ[1/p] | 0ss<p}),
s€S
ag étant des éléments de k vérifiant
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() pour tout r >0 , il existe e¢>0 tel que as=0 si r-e < s <r .

Soit k une cléture algébrique de k . Pour tout x € k , hotons Vo
' : : - 2L o — Sh .
1'application de C dans ck(x) Chnlk(x)) définie par \)X(Z ases) Zasx es,
il est clair que Vg est un homomorphisme de k-anneaux.

Soit G un p-groupe fini sur k . Les éléments de G(Ck) sont les k-

homomorphismes de 1'algébre affine BG de G dans le k-anneau Ck
Pour tout nombre premier ¢ # p , soit “2 le groupe des racines ¢-iémes

de 1'unité dans k et soit k., = k(ue) . Si ® e G(c.) , nous posons

2 k
ue(cp) = 2, y o¢p ; on voit que, si eEp.e povee By - Ck?. est un élément
eEue
de G(ck ) ; il en est donc de méme de ue(cp) , mais, comme il est clair que

1'image de ue(cp) est contenue dans C, , on peut considérer ue(cp) comme

k
un élément de GI(c ) . Il est clair que u(Z est un endomorphisme du groupe

k
G(ck)

Pour tout automorphisme <t de k notons (1) Il'application de Ck
dans lui-méme définie par (7)(Z asés) = Z-L-(as)_és . Il est clair que c'est un
endomorphisme de l'anneau (et non du k-anneau) Ck
Notons Fg (resp. VBG) : B - Bg l'endomorphisme (de l'anneau B)

définissant le Frobenius (resp. le décalage). Pour tout o ¢ G(ck) , posons
F . = ope et V. = -1 ocpe Fi
p'® = (00 P, p'® = (o ") B,

Il est clair que Fp.cp et Vp.cp sont des éléments de G(Ck) et que Fp et

Vp sont des endomorphismes de G(Ck)

PROPOSITION 5.1.- Pour tout p-groupe fini G s k soit M'(G) le sous-

groupe de G(Ck) formé des éléments ¢ vérifiant ue(cp) = 0 , pour tout nom-

bre premier £ #p .

Y

i) Il existe une structure de Dk—module 3 gauche et une seule sur M'(G)

vérifiant, pour tout o € M'(G) ,

[elo =v ow , si [e] désigne le représentant multiplicatif dans
€

A = W(k) d'un élément quelconque ¢ de k ,

Fo =F . et Vo =V .op .
Lo pCP__CP pCP

152

MODULE DE DIEUDONNE

ii) Le Dk—module a gauche M'(G) est un Dk—module fini. Alors M'

est (de maniére évidente) un foncteur covariant additif de la catégorie

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules finis ; ce

foncteur induit une équivalence entre ces deux catégories.

iii) Notons ID le foncteur contravariant additif de la catégorie des p-

groupes finis sur k dans elle-méme qui &8 G associe son dual de

Cartier. Il existe une équivalence naturelle entre les foncteurs M’

et M-D.

Démonstration : soit BG l'algébre affine du p-groupe fini G . Soit

R = B'. 1l'algébre affine du dual de Cartier ID(G) de G . Comme D(ID(G))
s'identifie & G , on sait (cf. n°I.5.5) que, pour tout k-anneau S , le
groupe G(S) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif de 1l'anneau

R @) S formé des éléments ¢ vérifiant Aq = a®a et ea =1

Comme R est un k-anneau fini, on voit que l'anneau CA(R) défini au

n°Il.6.3 s'identifie canoniquement a l'anneau R®k Cilk) = R®k ck ; on peut

donc identifier le groupe G(C, ) au groupe multiplicatif C(G) formé des élé-

k
ments o de CA(R) vérifiant A =a®a et ea =1
On vérifie immédiatement que, dans cette identification, pour tout nombre

premier ¢ # p , l'application u qui vient d'étre définie correspond a l'en-

2
domorphisme UZ de l'anneau CA(R) , défini en II.6.5. Par conséquent le
groupe M'(G) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif
CT(@G) = }a€CAR)|2a = a®a , ea =1, Uy =1, pour tout g# pf

Comme g = 1 implique que o appartient au groupe noté CC(R)
en I1.6.3 et comme le groupe CCT(R) a été défini comme le sous-groupe de

CC(R) formé des ¢ vVvérifiant Uea =1, pour tout £#p , on a

CT(G) = }o € CCTR) | o = a®a + €a = 1}

Considérons alors l'isomorphisme CER : CWk(R) - CCT'(R) (prop.II.6.6).
Le module de Dieudonné M(D(G)) du groupe ID(G) s'identifie & l'ensemble

des a€ CW,_(R) vérifiant pa = agl + l®a (avec des notations évidentes).

k
On voit donc que CER définit un isomorphisme du groupe M(D(G)) sur le

groupe

CT,(G) = {a € CCT'R) | sa = a®a}

153



GROUPES p-DIVISIBLES

Montrons que CT(G) = CTl(G) -

m comme G est un p-groupe fini tout élément de G(Ck) est d'ordre une

puissance de p ; comme CT(G) est isomorphe & un sous-groupe de G'(Ck),
tout élément de CT(G) est d'ordre une puissance de p et appartient donc
& CCT'(R) qui, comme R est un k-anneau fini, est le sous-groupe des

éléments de CCT(R) d'ordre une puissance de p ; d'od CT(G) c CTI(G) ;

® soit o€ CTl(G) ; alors g = CER(Q) avec a = (...,a_n,...,ao) € MID(G)) ;
on sait (cf. n°3.1) que les a_, sont tous dans 1'idéal d'augmentation de
R i d = . =
on a donc e]D(G)(a-n) 0 pour tout n ; comme o l_[F(a_nT_n) ,

on en déduit que ¢efa) =1 et o € CT(G)

On a donc construit un isomorphisme e du groupe M(ID(G)) sur le
groupe M'(G) : soit a = (...,a_n,...,a_l,ao) € M(D(G)) et soit o = pG(g) ;
si l'on pose ¢ = CER(Q) = ﬂF(a_nT_n) et si l'on réécrit ¢ sous la forme

Q=2 bsés , on voit que o est défini par

olx) = Zx(bs)es , pour tout x¢€ BG =R

Par transport de structure M'(G) devient alors un Dk—module a gauche ;

montrons que cette structure satisfait 1'assertion (i) de la proposition :

@ soit e €k ;ona [e]la-= (...,ep_na_n,...,eao) et
: = p~h - Sy, 3 . :
lela = TF(e a_T_) =2 ¢ 6 ; donc, si x€B. ,
- Sh 3y - s =
([elp)x) = Zx(e bses) =3¢ X(bs)es et [ely = \)eocp H
— p p _ p _ p=z . .
B ona Fa-= (...,a_n,...,ao) et Fg = \_\'F(a_nT_n) = st 8, ; donc, si

XEBG , (Fo)x) = Zx(bg)és : mais, pour tout beR , on a x(bY)= (Apx)(b‘gp)
(en appelant Ap le p-iéme itéré du co-produit dans BG) et

Apx = VBG(X) +y , ol y est un tenseur obtenu par "symétrisation" d'un
certain tenseur z ; on voit donc que x(b°) = ((\/ng)(b))p = o((VBGx)(b)) ;

d'ou (Fp)(x) = Z‘,(J((Vng)(bs))éS . donc Fu = (0YooVg
G

on Va = (..., PR = = 5

8 a Va = ( a_ 4 a_l) -et Va ‘F(a_n_lT_n) st/pes ; donc,
' Br . (v = ; i1 ' =

si x€Bg (Vo) (%) Zx(bs/p)sS ; en utilisant le fait que VRa—n a_ q+

on voit que bs/p = vas ; en raisonnant comme précédemment, on voit que

el )) = xPlbg) 5 done el = Zo” GPBNE, et V= (oThepo Ry .

Il est clair que l'isomorphisme est fonctoriel en G . La proposition

e
résulte alors du théoréme 1 du §1
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Remarques :
1.- Notons v Il'endomorphisme du k-anneau /_\k défini par
v(Z asés) = Zasésp . On voit que pour tout ¢ ¢ M'(G) , on a aussi Vi = verp .

2.- Lorsque le p-groupe fini G est connexe, on peut, dans la construc-
tion qui précéde, remplacer, avec les notations du n°Il.6.2, l'anneau Ck = CA(k)

par l'anneau CA%(k) = lim /\m(k) (qui est le sous-anneau de Ck formé des
> asés , avec les ag presque tous nuls). Si, en effet, m est un entier
seS m

tel que FG =0 , on voit que G(Ck) = G(Am(k))

5.2. Nous allons construire de deux maniéres différentes le dual d'un Dk—

module fini. Il sera commode de la considérer comme un Dk—module a droite.

Pour cela, observons que tout D, -module & gauche M peut étre considéré

k
comme un Dk—module 3 droite, et vice versa, si l'on pose, pour tout xeM ,
ax = xa , pour tout a€A ,

Fx

xV et Vx = xF .

En particulier, ceci permet de considérer tout Dk—module fini aussi bien

comme un Dk—mod'ule a gauche que comme un D

ferons désormais.

k-module a droite, ce que nous

Si M est un Dk—module fini, nous notons M' = HomA(M,K/A) le A-
module des applications A-linéaires de M dans K/A . On peut le munir d'une

structure de Dk—module fini en posant, pour tout ueM' , tout x€EM :

au(x) , pour tout aeh ,

(au) (x) = (ua)x)
Fu)(x) = (W) = olulyx) ,
WVu) & = WD = o~ HuEx)

Il est clair quer M — M' est un foncteur contravariant additif de la caté-
gorie des Dk-modules finis dans elle-méme, induisant une dualité sur cette ca-

tégorie.

Pour ne¢?% , posons An=K/A si n<0 et An=K/p_nA si n=0 ,

et considérons le A-module @Tk = ﬂ An . Avec des notations évidentes,
nez
tout élément de @Tk s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme

> aT , avec
neZnn
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K/A si n<0 ,

an €
K/p™™A si ns0

On munit @Tk d'une structure de Dk—bimodule en posant :

a(> anTn) =3 aanTn , (Z anTn)a = Zon(a)anTn ,

_E(ZanTn) = Zcr(an)Tm_1 , et (ZanTn)E =za T . -

WZaT)=Tpo l@)T, ;.

(Z anTn)_\L Zpa T

n-1

(on prendra garde qu'ici la structure de D, -module & droite n'est pas la struc-

k
ture & droite induite par la structure de Dk-module a gauche).

Si M est un Dk—module fini, nous notons M* = HomD (M’®Tk) le Dk—

module & droite des applications D, -linéaires a gauche de M dans @T, . Il

k k
est clair que M ~ M¥* peut étre considéré comme un foncteur contravariant ad-

ditif de la catégorie des Dk-modu-lets finis dans celle des Dk—modules a droite.

PROPOSITION 5.2.- Pour tout D, -module fini M , M*  est un Dk—‘module
fini. Les foncteurs M ~» M' et M — M¥ de la catégorie des D, -modules

finis dans elle-méme sont naturellement équivalents.

Démonstration : pour tout cpel\/[* et tout x¢€ M , posons

olx) = 2 (x,cp)mT

meZ m

Pour tout entier n=0 , on a

oE"x) = z E%,0) T =Eokx = Z oMo Iy

en particulier cn((x,cp)_n) = (f_nX,cp)O ou

(1) (x,cp)_r1 = o_n((gnx,cp)o) , pour tout nz=0 .

n., _ -y _ n_-n .
De méme, on a o(V x) = %1 (Mnx,cP)me V() rzn po ((x) )T _ ien

particulier pno_n((x,cp)n) = (ynx,cp)o ou encore

-n 1’1((

(1) (X,cp)n =p V™%,0) ) , pour tout ns0

0

Pour tout cpEM* , soit nM(cp) 1'application de M dans K/A définie

par () (x) = (x,cp)0 , pour tout xX€M .

™M

Il est clair que (@) e M' et que l'application Ny M¥* - M' est

M
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A—linéaire’. Si l'on pose u = nM(cp) , on voit que
-1 -1
(WE)(x) = 0 "(uEx)) = o ((Ex,9),) ;

d'autre part nM(cp_F_)(x) = (x,cpE)O ; mais (o) (x) = pxE = Z,(x,cp)me+1 .

donc nM(cpE_)(x) = (x,cp)_1 = o'l((ﬁx,cp)o) , d'aprés (1) , et nM(cpf_) = nM(cp)E .
De méme, on a (u)(x) = o(u(Vx)) = o((y_x,cp)o) ; d'autre part

ny V&) = G,o¥) i mais @V (x) = o)V = Zplx,9) T _, , donc

ny W &) = plx,0); = ol(Vx,@) ) , d'apres (1) ; et ny @V = ny @V . L'ap-
plication M est donc Dk—linéaire a droite.
Pour tout ueM' , soit n'M(u) l'application de M dans @, définie

k
par

ny (W &) = cr_n(u(EnX))T_n + p_non(u(MHX))Trl .
n=1 n=0
On vérifie immédiatement que n'M(u) € M¥ et on déduit des formules (1) et

(1') que

M et n'M sont des applications réciproques l'une de l'autre,
donc que est un isomorphisme de M* sur M' . En particulier, m*
™
est un Dk-module fini.

Enfin, il est clair que l'isomorphisme est fonctoriel en M , ce

™
qui achéve la démonstration.

5.3. Nous allons montrer maintenant que, si G est un p-groupe fini sur k ,

le Dk—module fini M'(G) s'identifie au dual de MI(G)

Pour cela nous utiliserons de fagon essentielle 1'isomorphisme U—Jk de

CW, (¢,) sur @ défini en II.6.7.

k 7k k
Rappelons (cf. prop. II.6.11) que le Dk—module a gauche k est for-
mé des éléments > b 8 , avec bS €K/A si s<p , bS cK/p""A si
n N seIN[1/p]
p ss<p et n=1 , assujettis & vérifier des conditions notées (@1), (@2)
et (@B)

Notons @TI‘< l'ensemble des stese@)k vérifiant bs=0 si s n'est

pas une puissance entiére (posi’tive ou négative) de p . Il est clair que c'est

un sous-D, -module & gauche de ®k . Si, pour tout n€Z , on pose Tn =86 ,

k pn
on voit que les éléments de ®TII< peuvent s'écrire sous la forme ZanTn ,
avec aneK/A si n<O0 , aneK/p'nA si n>0 . Ceci permet d'identifier
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®Tll< a une partie du Dk—bimodule

eT défini au n° précédent. On constate

k

facilement que @T! est en fait un sous-D, -module & gauche de @Tk ; si l'on

k

explicite les conditions (@1) , (@z

ZanTn , on vérifie immédiatement

de @Tk , autrement dit au sous-D

k

) et (8,) pour les éléments de la forme

3
que ®TII< s'identifie & la partie de torsion
-module & gauche de @T formé des élé-

k k

ments dont l'ordre est une puissance de p . En particulier @Tl‘< est stable

pour l'action de D a droite et peut donc également étre considéré comme un

k
Dk—bimodule. On voit que, pour to
¥ = =
M Hoka(M,@)Tk) Hoka(M,(@

Soit maintenant G un p-gro
affine. Il résulte de la proposition
associe la restriction de CWk(Cp)
morphisme du groupe G(ck) sur

l'isomorphisme w, : CWk(C) - 8

k

At G(ck) — Hoka(l\_/I(G),

G

: cwk(

ut D, -module fini M ,

k
Tk)

upe fini sur k et soit BG son éllgébre
1.2 que l'application qui & o : BG - Ck
) - ka(ck) a4 M(G) est un iso-

BG M
Hoka(I\_/I(G),CWk(Ck)) . En composant avec

,on obtient un isomorphisme

®,)

k

qui est visiblement fonctoriel en G

PROPOSITION 5.3.- Soit G un p-groupe fini sur k . L'application )‘G in-

[N

uit, par restriction 8 M'(G) , un

isomorphisme du D, -module M'(G) sur

9

k

@G)* = Hoka(l\_/I(G),(@T') (autrement dit, si @€G(g)

k
P @) € M(G)* si et

seulement si © € M'(G) et l'isomorphisme de la structure de groupes de M'(G)

sur M(G)¥ induit par )\G est D

Démonstration : soit k une

L'application ve : Gk - Ck(e) ,
ka(\’e) : cwk(ck) - cwk(ck(e))

k—lmealre) .

cloture algébrique de k et soit ¢ ¢ k

définie au n°5.1, induit une application

Comme les applications rﬁk et u—jk(e) sont

des isomorphismes, il existe une application \A)e : ®k - ®k(e) et une seule

qui rend le diagramme

CWk(ve)
cw, (¢,) cw, (€ ()
oy R u_Jk(e)
\)Q
O % (e)

commutatif. On voit facilement que

- _ s
ve(ZaSGS) =3 [el a 8, . pour tout
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Zases € O (on a noté [e] le représentant multiplicatif de ¢ dans A).

)

Notons encore ) l'application de G(¢

. ) dans I—Ioka(l\_/I(G) 0

k(e)
o CW, (y) |

k(e)

quia ¢ :B,-2C associe . Il est clair que, si

G k(e) |
cpEG(Ck) . XG(veocp) = v e XG(QP)

T (e) M(G)

En particulier, pour tout nombre premier ¢ # p , comme uz(cp) = 7 yop
€

ecp
. ¢
(cf. n°5.1), on a XG(ue(cp)) = 2 v o)\G(cp) . On a donc, pour tout ae M(G),
65}-12 €
: — - - =S — S — .
si xG(cp)(_a_) Zaf, AG(uz(cp))(_a_) Z (Z¢ ases) (2T ¢ )aseS e( = ases),
eepe s€S s€S eEue SESZ
oua S désigne l'ensemble des éléments de S = IN[1/p] divisibles par &

2

Par définition, ¢ est dans M'(G) si et seulement si ue(cp) = 0 , pour
tout ¢ ; ou encore si et seulement si )\G(ue(cp)) =0 , pour tout ¢ . Cela
revient a dire que, pour tout a € M(G) , si )\G(cp)(g) = Z}ases ,ona a = 0,
pour tout s ¢ S divisible par un nombre premier différent de p ; ou encore
que a =0 si s n'est pas une puissance entiére de p . On en dé&duit bien

S

que o€ M'(G) si et seulement si xG(cp) e M@G)*

La restriction de XG a4 M'(G) est donc bien un isomorphisme de la

structure de groupe de M'(G) sur M(G)* et, pour achever la démonstration

de la proposition, on voit qu'il suffit de vérifier que, pour tout o€ M'(G) ,
)\G(Co[e]) = )\G(Cp)[e] , pour tout ¢ €k ,

A~ (@F) = 1 (@)

G

a )V .

G

xG(cpM) =\

m Pour tout cek , ona gle]l =[elp =v v et r (le]) = GeoxG(cp) ;

donc, pour tout a€ M(G) , si )@ = anTn = ane Nt

)\G o
n
- p - n - s
rglele])@ = 2b [e] epn Zb o ([e])T, = (Lb T )[e] , d'od
rg@lel) = (el
m Ona o9F =V = vop , d'aprés la remarque 1 du n°5.1. Si v : 8, ~ 8
est définie par V(X cses) = chesp , on voit que @ oCW, (V) = Vo

k k k
Pour tout a € M(G) , si )\G(cp)(g) = anTn = ane n ¢ on a donc

s

re@D@ = v(Zb T) =Zb T 4 = (Zb T)E, dod A, W@E) =1,

G
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a Par définition, on a ¢V = Fp = (c‘:)ocpoVBG

Il est clair que si (8) : k - ®k est l'application définie par

(8)(20898) = Zo(cs)es , on a u’JkoCWk(<o>) = <8)o@k

D'autre part, si a = (...,a _,...,a,) € M(G) , on sait (n°3.1) que

-n 0

VBG(a—n) =a_,_q + pour tout n , et on en déduit que CWk(VBG)(_a_) =Va .

On a alors, pour tout a¢ M(G) ,

)\G(cp_\[)(g) = (03koCWk(<o)ocpoVBG))(g) = ((5>oo_3k°CWk(cp))(¥§)
= <6>(!(KG(CD)(§)))
Si )‘G(Cp)(g) = anTn , on voit que
<8>(M(>\G(Cp)(§_))) = <5>(Zpo'1(bn)Tn_l) = ZpbnTn_l = (anTn)M .
d'od xG(CpM) = XG(cp)X .

COROLLAIRE 1.- Les foncteurs G - M'(G) et G - M(G)* de la catégorie

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules finis sont naturellement

équivalents.

C'est clair puisque l'isomorphisme canonique de M'(G) sur M(G)¥

défini dans la proposition 5.3 est visiblement fonctoriel en G

COROLIAIRE 2.- Les foncteurs G -~ M(D(G)) et G ~ (M(G))' de la catégorie

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk—modules finis sont naturelle-

ment équivalents.

Il suffit de composer les équivalences naturelles

M(D(G) = M'(G) ~— M(@)* — (M(G))'

définies par la proposition 5.1, le corollaire 1 & la proposition 5.3 et la pro-

position 5.2.

COROLIAIRE 3.- Pour tout p-groupe fini G sur k , notons I_\_/ID(G) le_mo-

dule de Dieudonné de G au sens de Gabriel ou Manin (tel qu'il est décrit

Hom(G,CW.) ¢ M(G) = Hom(G,CW

par_exemple dans [15], chap.Ill). Les foncteurs M et Mp de la catégorie

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk-modules finis sont naturellement

équivalents.

Il est clair qu'il suffit de démontrer ce résultat d'une part pour les

groupes unipotents, d'autre part pour les groupes de type multiplicatif.
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Si G est unipotent, on vérifie que 1\_/ID(G) s'identifie a

K k) : mais, pour n assez grand, on a

Vg =0 , donc vla = 0, pour tout ac M(G) et M(G) = M (G)
Si G est de type multiplicatif, on a, par définition, MD(G) = (MD(]D(G)))';
comme D(G) est unipotent, MD(]D(G)) = M{ID(G)) et l'assertion résulte du

corollaire 2.

§6.- Groupes formels lisses.

6.1. Soit G un p-groupe formel sur k et soit M = M(G) . On sait
(n°1.9.6) que G est lisse si et seulement si PG est un épimorphisme ; on
voit que ceci revient & dire que l'action de F sur M est injective. S'il en
est ainsi, M/FM s'identifie, d'aprés la proposition 4.3, a té(k) et G
est de dimension finie si et seulement si M/FM est un k-espace vectoriel

de dimension finie ; ces deux dimensions sont alors égales.

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout neIN , notons Gi le
sous-groupe de G noyau de F?; . Il est clair que M(Gi) s'identifie a
M(G)/Enl\_/I(G) . Le groupe G est connexe si et seulement si G = lim Gi ,
ou encore si et seulement si M(G) s'identifie & lim I\_/I(G)/_E_nl\_/"G) , l.e. si

et seulement si l'action de I sur MI(G) est topologiquement nilpotente.

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout ne€IN , notons Gn le
noyau de la multiplication par pn dans G . Il est clair que M(Gn) s'iden-
tifie & M(G)/p™M(G) et que, comme G = lim G, . ona

M(G) = lim M(G)/p"M(G)

Rappelons que la catégorie des groupes p-divisibles (ou de Barsotti-Tate)

sur k s'identifie a la sous-catégorie pleine de celle des p-groupes formels

sur k dont les objets G ont la propriété suivante : il existe un entier h

tel que, pour tout n , Gn est d'ordre prlh ; l'entier h s'appelle alors la

hauteur de G

On voit que si G est un groupe p-divisible sur k , de hauteur h ,
M(G)/p™M(G) est un (A/p™A)-module libre de rang h , donc que M(G) est

un A-module libre de rang h . Réciproquement si G est un p-groupe formel
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sur k tel que M(G) est un A-module libre de rang fini, on voit que G
est p-divisible. Enfin, il est clair que tout groupe p-divisible sur k est lis-

se de dimension finie.
Le théoréme 1 implique la proposition suivante :

PROPOSITION 6.1.- Le foncteur M induit une anti-équivalence entre la caté-

gorie des p-groupes formels lisses sur k et celle des Dk—modules A[F] -

profinis sur lesquels l'action de F est injective. Si G est un p-groupe for-
mel sur k et si M = M(G)

i) le groupe G est connexe si et seulement si l'action de F sur M

est topologiquement nilpotente ;

ii) le groupe G est de dimension finie si et seulement si M/FM est

un k-espace vectoriel de dimension finie (celle-ci est alors égale &

la_dimension de G) ;

iii) le groupe G est p-divisible si et seulement si M est un A-module

libre de rang fini (celui-ci est alors égal & la hauteur de G).

Remarques :

1.- Soit M un A[F]-module profini sur lequel l'action de [ est in-
jective. Pour qu'il existe une structure de Dk—module sur M qui prolonge la
structure de A[F] -module, il faut que pM < FM ; on voit que cette condition
est aussi suffisante et qu'alors cette structure est unique : pour tout a€M ,
Va est l'unique be M tel quer Fb = pa . On peut donc dire que M in-
duit une anti-équivalence entre les p-groupes formels lisses sur k et les
A[F] -modules profinis M sur lesquels l'action de F est injective et qui

vérifient pM < FM .

2.- 8i G est un k-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie,
on a M(G) = lim M(G)/Enl\_/I(G) , chaque quotient étant muni de la topologie
discréte. Ceci permet de considérer M(G) comme un A[[F]] -module et 1l'on
voit que c'est un A[[F]] -module de type fini. De la méme maniére que dans
la remarque 1, on voit que l'on peut dire que M induit une anti-é&quivalence
entre k-groupes formels lisses et .connexes de dimension finie et A[[F]] -
modules M de type finis sur lesquels l'action de F est injective et qui vé-

rifient pM < FM
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Soit toujours G un k-groupe formei lisse et connexe de dimension finie
et soit M = M(G) . Soit R un k-anneau fini ; on sait (th.1) que G(R)
s'identifie canoniquement au groupe HomcDont(M,C/Wk(R)) des applications Dk—
linéaires continues de M dans C/WK(R) ; on voit qu'une telle application est

Fas
toujours & valeurs dans C/WE(R) ; comme l'action de I sur CWC(R) est nil-

k
potente, on peut considérer C/WE(R) comme un A[[F]] -module. On voit que
o,C
G(R) s'identifie encore au groupe Hom M,CW (R des applications

)
A

A[[F]] -linéaires de M dans CWE(R) qui commutent a l'action de V (les

hypothéses de continuité sont inutiles).

3.- Le méme type de considérations montre que l'on peut dire que M
induit une anti-équivalence entre groupes p-divisibles sur k et A[F]-

modules M qui sont des A-modules libres de rang fini tels que pM < EM .

Ou encore entre groupes p-divisibles sur k et Dk-modules qui sont
des A-modules libres de rang fini (la topologie sur M qui est la topologie p-

adique "ne sert plus & rien").

~En particulier, soit G un groupe p-divisible sur k , soit M = M(G)
et soit R un k-anneau fini. On voit que toute application A-linéaire de M
)
dans CW, (R) est continue et l'on a, avec des conventions évidentes,

k

_ cont
G(R) = Hoka

(M,CW, R) = Hoka(M,C/V\Vk(R))

6.2. Soit G un p-groupe formel sur k qui est limite inductive de groupes
finis (c'est le cas si G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie,
en particulier si G est un groupe p-divisible). Soit R son algébre affine et
soit M = M(G) . Soit (Gi)iEI l'ensemble des sous-groupes finis de G

Pour tout i€l , soit Ri 1'algébre affine de Gi et soit Mi = M(Gi) ; on a

donc R=1_ir_nRi et M = lim M

Pour tout k-anneau S (pas nécessairement fini) notons G(S) le groupe
des homomorphismes continus de R dans S (muni de la topologie discréte) ;

on a donc G(S) = lim Gi(S)

PROPOSITION 6.2.- Soit G un p-groupe formel sur k gqui est limite induc-

tive de groupes finis et soit M = M(G) . Pour tout k-anneau S le groupe

G(S) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en S) au groupe

Hom &
k

M,CWK(S)) des applications D, -linéaires continues de M dans CWk(S).
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Démonstration : on sait (proposition 1.2) que, pour tout i€l , le groupe
cont

Gi(S) s'identifie a Hoka(Mi,CWk(S)) = Hoka (Mi,CWk(S)) . Comme
M = lim Mi , ona G(8) = lim Homcont(Mi,CWk(S)) et tout revient a montrer

que si ueHom%int(M,CWk(S)) , son noyau est ouvert.

Il résulte facilement de ce que M est profini qu'il existe un entier
r>=0 et un idéal nilpotent n de S tel que, avec les notations du n°II.1.6,

u(M) < CWk(S,n,r) . Pour tout entier t=1 , notons CWk(nt) le sous—Dk—
module fermé de CWk(S,n,r) formé des covecteurs dont toutes les composan-

tes sont dans nt et M, l'image réciproque par u de CWk(nt) . Comme

CWk(n) est ouvert dans CWk(S,n,r) , I\/[1 est ouvert dans M ; comme n

est nilpotent, Mt est égal au noyau de u dés que t est suffisamment

grand et il suffit de démontrer le lemme suivant :

LEMME 6.3.- Pour tout entier t=1 , Mt+1 est ouvert dans Mt

Démonstration : posons E = nt/nttl et CWk(E) = CWk(nt)/CWk(nHl)

t ~
Pour tout a€en , notons a son image dans E . On vérifie immédiatement

) € CW, (n}) associe (3 ) ,

0 k -n' nelN
induit, par passage au quotient, un isomorphisme du groupe topologique sous-

que- 1'application, qui & (...,a_n,...,a_l,a

. N N , wN
jacent a CWk(E) sur E (la topologie de E étant la topologie produit,

avec la topologie discréte sur chaque composante). Si on l'utilise pour identi-
. N N . .

fier CWk(E) a E , on voit que CWk(E) est un Dk-module tué par F ,
ce qui permet de le considérer comme un k[V] -module, et que, pour tout

g =(_) €CW, (E) , on a

n'nelN k
Va = (a—n+1)ne]N
x -n ~
x8 = (o (X)a—n)nE]N , pour tout xek
Il est clair que 1\/[t est un Dk-module profini et que u induit une ap-
plication Dk—linéaire continue u' de Mt dans CWk(E) dont le noyau est
Mt+1 et contient EMt . Posons I\N/It = Mt/EMt ; c'est un k[V] -module profini

et, par passage au quotient, u' induit une application k[V]-linéaire conti-

nue 4 : Mt - CW, (E) ; on voit qu'il suffit de démontrer que le noyau de U

k
est ouvert dans 1\71.t

Soit : CW - ! i i i 3 a i a
oit 6 : C k(E) E 1l'application qui & (a—n)nelN associe ag . 11
est clair que 6 est k-linéaire continue. L'application 6ou est donc k-

linéaire continue et son image est un sous-k-espace vectoriel de dimension fi-
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nie E' de E . En utilisant le fait que l'application { est V-linéaire, on
voit facilement que l'image de U est contenue dans le sous-k[V]-module
CWk(E‘) de CWk(E) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont
dans E' . Comme l'anneau k @E' (ol la multiplication est définie par
(x+8)(y+B) = xy + (xb+y3) , pour x,y€k , a,b€E') est fini, tout

cont .~ oy cont .~ Wy = cont, ~ ,
K[V] (Mt,CWk(E ) = Hoka (Mt,CWk(E ) Hoka (Mt,CWk(k@E ) a
cont(~

son noyau ouvert (en effet Q(I\N/[t)(kEBE') s'identifie a HomD Mt,CWk(keBE'))

u € Hom

et, comme 1\/Lt est profini, le groupe formel _G_(1\7It) est réunion de ses sous-

groupes finis).

Remargue : si le noyau de la multiplication par p est un groupe fini (en par-
ticulier si G est un groupe p-divisible), toute application Dk—linéaire de M

dans CWk(S) est continue et on a donc aussi G(S) = Hoka(M,CWk(S))

6.3. Soit G un groupe p-divisible sur k et soit, pour tout ne¢IN , G

le noyau de la multiplication par pn . La multiplication par p définit un

n

épimorphisme de G sur Gn ; on en déduit, par dualité, un monomorphis-

n+1
me de ]D(Gn) dans D(Gn+1) . On voit que lim ]D(Gn) est un groupe p-

divisible sur k , de méme hauteur que G ; nous le notons IDp(G) et l'ap-
pelons le dual de G ; il est clair que ]Dp définit de maniére évidente une

dualité dans la catégorie des groupes p-divisibles sur k

Soit maintenant M un Dk—module qui est un A-module libre de rang fi-
ni ; on munit le A-module MY des applications A-linéaires de M dans A

d'une structure de Dk-module en posant, pour tout u€ Md et tout ae M :

Fu(a) = oulVa) et Vu(a = o uEa)

La correspondance M - Md définit, de maniére évidente, une dualité dans
la catégorie des Dk—modules qui sont des A-modules libres de rang fini.

PROPOSITION 6.4.- Les foncteurs G =~ (M(G))d et G~ M(le(G)) de la ca-

tégorie des groupes p-divisibles sur k dans celle des Dk—modules sont na-

turellement équivalents.

A

Cela résulte immédiatement du corollaire 2 & la proposition 5.3.

6.4. Pour terminer ce paragraphe, nous allons donner une interprétation élé-

mentaire du module de Dieudonné d'un groupe formel lisse et de dimension finie.
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Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur k et soit

R son algébre affine. Appelons relévement lisse de R la donnée d'un A-

anneau spécial g (au sens du n°IlI.5.4) et d'un isomorphisme de

R/pR = R@Ak sur R . Un tel relévement existe toujours (si R = -l_l Ri est
la décomposition de R en produit d'anneaux locaux, alors, pour chaque 1 ,
un choix de coordonnées permet d'identifier Ri a l'anneau des séries formelles
ki[[X1 ,X2,...,Xd]] a coefficients dans une extension finie ki de k ; on
peut prendre R = ﬂRi , avec Mi = W(ki)[[xl’""xd]] et l'isomorphisme

évident de R/pR sur R) ; il est unique a isomorphisme non unique prés.

A
me continu de A-anneaux qui relédve A (un tel homomorphisme existe toujours

Soit A : R = RékR le coproduit et soit B t R - R® R un homomorphié~

-on ne demande pas qu'il munisse ® d'une structure de bigébre formelle). Il
est clair que A se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme conti-

~an -
nu de R que nous notons encore A .

N Lan
g dans (R@AR)

a
K
Pour tout ¢ € @En , posons o0 = a®l - Ao + 1®a et

My (@) = {a€P®) | 5o € pad, n]

c'est un sous-A-module de P(®) contenant pR ; on voit que mﬁR(G) ne dé-

pend pas du choix du relévement A de A (si Al est un autre relévement

de A, on a 518 = A8 (mod pR) , pour tout BER ; tout élément de P(xr)
s'écrit comme une somme infinie d'éléments de la forme p'ann , avec PBER
et nelN , et l'on a lepn = Z&Bpn (mod p"*1R) donc El(p_ann) = Alp gP"Y
(mod pR)).

Posons MHR(G) = W(nR(G)/pR . On peut considérer MHR(G) comme un

sous-A-module de P(R)/pR . D'aprés la proposition 5.5 du chapitre II, l'appli-

cation WR définit un isomorphisme de CWk(R) sur P()/pw ; en particulier,

P(®)/pR devient, par transport de structure, un Dk—module. On sait que MI(G)

est le sous—Dk—module de CWk(R) formé des covecteurs a tels que

gél - Aa + 1é>§_ = 0 ; on en déduit le résultat suivant :

PROPOSITION 6.5.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie

sur k et soit R un relévement lisse de 1'algébre affine de G . Le module

MHR(G) est un sous—Dk—module de P(R)/pR et l'application we induit un

isomorphisme de MI(G) sur MHR(G)
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CHAPITRE 1V

GROUPES FORMELS LISSES SUR UN ANNEAU DE VALUATION DISCRETE

§1.- Le cas e =1

1.1, Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A = W(k) et

soit R son algébre affine. Soit Gk = G®Ak la réduction de G modulo p ;

c'est un groupe formel lisse de dimension finie sur k dont l'algébre affine

s'identifie a Rk

II1.6.4, que R est un A-anneau spécial qui est un relévement lisse de R

= R®Ak = R/pR . On voit, avec les conventions de II.5.4 et

Notons A : R = R éA ) (resp. Ak PRy o Ry @k Rk) le coproduit relatif ]e; G
(resp. a Gk) ; il est clair que A reléve Ak . Notons encore A le prolon-
gement de A & E{Zn et, pour tout a € ﬁ;n , posons Jda = a®l - Ao+ 180,
Notons M H(G) le sous-A-module de ézn formé des a € P(R) tels que

30 € pR @AR et MH(G) le quotient de NM¥(G) par pR . Avec les notations
du n°II1.6.4, on a MH(G) = quR(Gk) et MH(G) = MHR(Gk) . Il résulte donc
de la proposition 6.5 du chapitre III que MH(G) s'identifie canoniquement au
module de Dieudonné I\_/I(Gk) de Gk .

Notons &(G) I1'ensemble des éléments o de P(R) tels que da =0 .
Il est clair que &(G) est un sous-A-module de Mm¥(G) . Nous notons p(G)

l'application A-linéaire

inclusion proj. can. iso. can.
£(G) mE(G) MH(G) M(G))
L'image par p(G) de p&(G) est contenue dans pl\_/I(Gk) c EM(Gk) ; on en

déduit, par passage aux quotients, une application k-linéaire E(G) de
£(G)/pL(G) dans M(G)/EM(G,)

PROPOSITION 1.1.- Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A.

Posons M = M(G,) , £ = £&G) et p = p(G) . Alors

k
i) 1'application 5 : &/p& - M/FM est un isomorphisme de k-espaces

vectoriels ;

ii) le A-module & est libre de rang fini.
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