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Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur k et soit

R son algébre affine. Appelons relévement lisse de R la donnée d'un A-

anneau spécial & (au sens du n°Il.5.4) et d'un isomorphisme de
R/PR = R®Ak sur R . Un tel relévement existe toujours (si R = TT R; est
la décomposition de R en produit d'anneaux locaux, alors, pour chaque i ,

un choix de coordonnées permet d'identifier Ri a l'anneau des séries formelles

ki[[Xl’XZ"”’xd]] a4 coefficients dans une extension finie ki de k ; on
peut prendre R ﬂRi ., avec i, W(ki)[[Xl,...,Xd]] et 1'isomorphisme
évident de ®/pfR sur R) ; il est unique & isomorphisme non unique prés.

A
me continu de A-anneaux qui relédve A (un tel homomorphisme existe toujours

Soit A : R - RékR le coproduit et soit A : R - R®, & un homomorphis-

-on ne demande pas qu'il munisse ® d'une structure de bigébre formelle). Il

est clair que A se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme conti-

an -~

~an AN
nu de R dans (R®, R) gue nous notons encore A .

K A K

Pour tout ¢ € @Zn , posons 30 =a®l - Aa + 1®a et
M (G) = {a€P®R) | S € PRE, R

c'est un sous-A-module de P(®) contenant pR ; on voit que W()iR(G) ne dé-

pend pas du choix du relévement A de 4 (si le est un autre relévement

de A, on a /&15 = EB (mod pR) , pour tout BER ; tout élément de P(R)

_ n
s'écrit comme une somme infinie d'éléments de la forme p PP , avec BER

R . w , —p_pn .-
et nelN , et l'on a Al[apn = 2gP"  (mod p"*lR) donc b, (p ngb™y o A(p PP

(mod pR)).

Posons MH&(Q) = ?miﬁ(G)/pﬁ . On peut considérer MHR(G) comme un
sous-A-module de P(R)/pR . D'aprés la proposition 5.5 du chapitre II, l'appli-
cation WR définit un isomorphisme de CWk(R) sur P(it)/p% ; en particulier,
P(®)/pR devient, par transport de structure, un Dk—module. On sait que MI(G)
est le sous-D, -module de CWk(R) formé des covecteurs a tels que

k
_a_él - Aha + lég_ = 0 ; on en déduit le résultat suivant :

PROPOSITION 6.5.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie

sur k et soit R wun relédvement lisse de l'algébre affine de G . Le module

MHR(G) est un sous—Dk—module de P(R)/pR et 1'application wo induit un

isomorphisme de M(G) sur MHR(G)
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§1.- Le cas e =1

1.1. Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A = W(k) et

soit R son algébre affine. Soit Gk = G®Ak la réduction de G modulo p ;

c'est un groupe formel lisse de dimension finie sur k dont l'algébre affine
s'identifie a Rk
II1.6.4, que R est un A-anneau spécial qui est un relévement lisse de R

R

= R@Ak = R/pR . On voit, avec les conventions de II.5.4 et

.

Notons A : f - R ® R (resp. A - Ry @k &k) le coproduit relatif &8 G

A k- ™
(resp. & G, ) ; il est clair que A reléve Ak . Notons encore A le prolon-

k
gement de A a Rin et, pour tout a € @;n , posons da = a®l - A+ 1®a.
(G

) le sous-A-module de Sfb;n formé des o € P(R) tels que

3 € pR @AR et MH(G) le quotient de MH¥(G) par pR . Avec les notations

du n°1I1.6.4, on a M¥(Q) = WzHR(Gk) et MH(G) = MHR(Gk) . Il résulte donc
de la proposition 6.5 du chapitre III que MH(G) s'identifie canoniquement au

module de Dieudonné l_\_/I(Gk) de Gk .

Notons M ¥

Notons &(G) 1'ensemble des éléments o de P(R) tels que da =0 .
Il est clair que &(G) est un sous-A-module de 7MH¥(G) . Nous notons p(G)

1'application A-linéaire

inclusion proj. can. iso. can.
£(G) me(G) MH(G) ———— M(Gk)
L'image par p(G) de p&L(G) est contenue dans pl_\_/I(Gk) c EM(Gk) ; on en

déduit, par passage aux quotients, une application k-linéaire S(G) de

£(G)/pE(G) dans M(Gk)/_EM(Gk)

PROPOSITION 1.1.- Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A.

Posons M = M(G,) , £ = &£G) et p = p(G) . Alors

k
i) 1l'application 5 : &/p& - M/FM est un isomorphisme de k-espaces

vectoriels ;

ii) le A-module & est libre de rang fini.
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Démonstration :
i) posons p = p(G) . Soit o € £ ; si p(a) =a , a s'écrit comme
un covecteur (...,a_n,...,ao) A coefficients dans Ry ety quel que soit le

' N . .
choix des relévements a n des a n dans ® , « —Zp rlap € pR .
- - -n

Si o € £ est tel que pla) = a € FM , il existe b = (...,b_n,...,bO)E M

tel que a = Fb = (...,bl_)n,...,bg) . S8i, pour tout n , b_, est un relévement
-~ n ~.n+1 .
de b_ dans R, ona donc a -Tp n(bf)n)p =a-Zp P " €epr . 1L
R ®  _h. n+1 © __.n
existe donc un élément b €R tel que a = 2 p BY =pl © p"BP :
1 n=1 -n n=0 -n+1/ '

. -1
on voit donc que B =p "a vérifie 3B =0 et B € P(R) . Donc a € pf , ce

qui montre que l'application § est injective.
Pour montrer que § est surjective, commengons par établir un lemme :

LEMME 1.2.- Soit r un entier >1 et soit o € P(R) tel que 3x € pPR®, R .

A
Il existe un élément vy € MH(G) tel que ply) € FM et
r-1 r+l1 -
d(a-p Ty) €p R ®, R (on_a encore noté p la projection canonique de
My (G) sur M(G)) = M ).
E)_ézn_cln_s_tfgt_i_op__dl.l__lgr_rgn_e_ tosi éaA est le complété formel du groupe ad-

. 3 n ] . .
ditif sur A , RO s'identifie au groupe des n-cochafnes de G & valeurs

dans GaA et l'opérateur bord coincide, en dimension 1 , avec 3

Si l'on pose »da = prB , alors B € RéAR et vérifie 3B = 0 car

P38 = 3(p'B) = 3(3xw =0 . Si b0 désigne l'image de B dans Ry ék Ry

on a donc abo =0 (o0 ® désigne maintenant 1l'opérateur bord pour la coho-

mologie de Gk a valeurs dans éak ). Si l'on pose
~ B 1 PN
R B, %) = C (G, CW)

) € W (
k'k Tk Tk

b = (...,0,...,O,bO

on voit que 3b = 0 (o, cette fois-ci, ® est l'opérateur bord pour la coho-

N
mologie de Gk a valeurs dans CW., ). Comme b est un tenseur symétrique,

k 0
I\
b est un 2-cocycle symétrique. Comme CWk est un objet injectif de la caté-
gorie des groupes formels sur k (théoréme 2 du chapitre III), on a
2 Pas _ 1 A\ _
Hs(Gk’CWk) = Extab(Gk,CWk) =0 ;

on en déduit l'existence d'un élément ¢ = (...,c _,...,c,.) € CW (Rk) tel que
d¢c = b . Si l'on désigne par é_n un relévement de C—n dans R , on voit

=) n
donc que a(n§0p nepn)____ 8 (mod pRéAR) . Posons Yy =p L p ¢C ; on a
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+ ~ —
p'8 (mod p" 1@ ® ®) donc dla-p 1

A Y) €p RO R .

<
-
]

On voit d'autre part que Yy est un reldvement dans P(R) de

pc = FVc = _E(...,c_m_l,...,c_l) ; mais 1'égalité dc = b montre que

Ve¢) = Vb =0, donc que Vc € M . On voit donc que v € ME(G) et que

oly) = pc € IM , d'ou le lemme.

Pour montrer que § est surjective, on voit qu'il suffit de vérifier que

pour tout a € M , il existe o € £ tel que p(a) = a (mod FM)

Si a € M et si a, estun élément de P(R) tel que p(ay) =a , on

sait que o, € MmMK¥(G) , donc que G € PR .
Le lemme permet donc de construire par récurrence une suite

YooYy reees Ypoees d'éléments de NMH(G) tels que p(Yr) € FM et
r-1 r+1

(onl—yl—...—p vy) €Ep

r R ®A ® , pour tout r .

Mais NM¥(G) , extension du A-module profini MH(G) (= M) par le A-
module pR qui est topologiquement libre donc profini, est un A-module profini.
Il est donc séparé et complet pour la topologie p-adique. En particulier, la sé-
rie de terme général pr_er converge dans P(R) ; si o = al - {_Zpr—er , on
) - ipr—lo(v) pla,) (mogl_lflvl) et P

1 r=1 r 1

]

voit que da =0 et que pl(a) = pla

est bien surjective.

L'assertion (ii) est alors évidente : d'aprés (i), £ est un A-module de
type fini ; mais c'est un sous-A-module de P(R) qui est sans torsion ; il est
donc libre de rang fini (on voit que son rang est égal a dimk(M/EM) , donc a

la dimension de G ).

1.2. Notons !\g la catégorie dont les objets sont les triplets (&,M,p)

E od M estun Dk—module profini sur lequel l'action de F est injective,
tel que le quotient I\/[/_F_M est un espace vectoriel de dimension finie sur
k ’

B ol & est un A-module libre de rang fini,

B ol p est une application A-linéaire de & dans M telle que l'applica-
tion p : £/pf& - M/FM , induite par passage aux quotients, est un isomor-

phisme de k-espaces vectoriels.

Un morphisme u : (£ ,M,p) - (£,M',p') de la catégorie !\i est un
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couple (uS,uM) formé d'une application A—linéaire u£ : £ - £ et d'une
application Dk—linéaire continue Uy M - M' tel que le diagramme
u
£ _i_,;-
T
M —M

soit commutatif.

. 1/ . . s
Il est clair que AA est une catégorie additive.

La proposition 6.1 du chapitre III et la proposition 1.1 montrent que, si
G est un p-groupe formel lisse, de dimension finie, sur A , le triplet

$M,(G) = (£(G),M(G),p(G) est un objet de A]i .

Soit maintenant f : G' - G un morphisme de p-groupes formels lisses de
dimension finie sur A . Par réduction modulo p , f induit un morphisme

fk : Gk - Gk donc une application Dk K M(G
Soit, d'autre part, R (resp. R') l'algébre affine de G (resp. G') : le mor-
phisme f induit un homomorphisme continu £* R = R qui se prolonge, de
# ., san
: fK : RK
que f;< envoie P(R) dans P(R') et &£(G) dans &£(G') . Si l'on note £(f)

s . , ) ~..an )
maniére unique, en un homomorphisme continu - (R‘)K . Il est clair

la restriction de flz" a &£(G) , on vérifie immédiatement que le couple

(£(f),M(f.)) est un morphisme de la catégorie /\{2 , i.e. que le diagramme

k A
s@) =B | ¢
p(G)l 0 (G")
M(fk)
M(G,) M(G)

est commutatif.

Ceci permet de considérer S.MA comme un foncteur contravariant de la
catégorie des p-groupes formels lisses de dimension finie sur A dans /\i .
On voit facilement que ce foncteur est additif.

Rappelons (cf. n®I1.7.6) que l'on dit qu'un k-groupe formel H est unipo-
tent si H = lim Ker VHGn . Si G est un groupe formel sur A (plus généra-
lement sur A' , anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée de

K = Frac(d) ), nous disons que G est unipotent si Gk l'est.

Notons enfin !\Z (resp. /\X) la sous-catégorie pleine de !\peL dont les
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objets sont les triplets (£,M,p) tels que M est "connexe" (resp. “"unipo-
tent") i.e. tels que l'action de I (resp. de V) sur M est topologiquement

nilpotente.

Il est clair que, si G est un p-groupe formel lisse de dimension finie
. c
sur A qui est connexe, (resp. unipotent), SMA(G) est un objet de /\A

(resp. /\Z)

L'objet essentiel de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 1.- Si p # 2 , le foncteur £MA induit une anti-équivalence entre

la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A et la

. . 12
catégorie /\A .

Pour p quelconque, la restriction de 431\/1A aux p-groupes formels lisses

et connexes (resp. et unipotents) de dimension finie sur A induit une anti-

. , c u
équivalence entre cette catégorie et /\A (resp. !\A)
1.3. Soit (£,M,p) un objet de Ai . Nous allons lui associer un foncteur co-

variant de la catégorie des A-anneaux p-adiques (cf. n° II.5.1) dans celle des

groupes abéliens.

Soit & un A-anneau p-adique :

)

8 nous notons N_(8) (resp. NO(S)) le groupe HomA(£,S

(resp. HomA(Si,gK/pS) des a;fplications A-linéaires de £K dans SK= 8®AK
(resp. dans SK/pS) ;

B nous notons GM(S) le groupe Hom%?{nt(M,CWk(Sk)) des applications Dk—
linéaires continues de M dans CWk(Sk) (ot 8 = S@Ak) ;

B nous notons cpp 1'application de GM(S) dans N?:(S) qui & u € GM(S)
associe w_eoucp (on Wg CW, (&) - SK/pS est l'application qui a été

IS k' 7k
définie au n° II.5.2) ; il est clair que cpp est un homomorphisme de grou-

pes ;

B enfin, nous notons G(S,M,p)(g) le produit fibré NS(S) XNg(S)GM(S) , ol

le morphisme de NS(S) dans Ng(s) est celui qui provient de la projec-

tion de § sur SK/pS et celui de G

K (8) dans NO(S) est o

M £ p

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en S
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Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse Gk dont le module de

Dieudonné M, = M(G est isomorphe & M (un tel groupe existe et est uni-

0 k)
que, & isomorphisme prés, d'aprés la proposition 6.1 du chapitre III) ainsi

qu'un isomorphisme 1 de M sur MO

Soit R 1'algébre affine de Gk et choisissons un A-anneau spécial g
qui reléve R . Choisissons enfin un isomorphisme 1+ de & sur un sous-A-

module 5:0 de P(R) tel que le diagramme

£ -—‘—»so ——P(R)

0 1 ™~ P(R) /DR
W

ML»MOc—>cwk(R) R

soit commutatif (il est clair qu'un tel 1t existe toujours) et notons DO l'ap-
(-1)

plication A-linéaire 1i°peo 1 : £0 - M0

Pour tout A-anneau p-adique § , notons - Xﬁ(g) l'ensemble des homomor-

phismes continus du A-anneau f dans § .

Si x € X (8 , x se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme
continu de éan dans & : nous notons X sa restriction a £ et
K K <0 0
x,: & -8 l'application A-linéaire composée X, o1
£ K £0

De méme x induit un homomorphisme continu Xk : R - Sk donc une

application D. -linéaire CWk(Xk) : CW, (R) - CWk(Sk) ; nous notons XMO sa

restriction a kMO et XM M - CWk(kSk) 1l'application Dk—linéaire composée
XMOo i

LEMME 1.3.- Pour tout x € XR(S) , (X,C'XM) € G(SIM,D)(S) . L'application

x = (XS,XM) de XR(S) dans G(&,M,p)(g) est bijective si p #2 ousi M

est unipotent (i.e. si Gk l'est).

La démonstration de ce lemme est renvoyée au n° 1.6.

1.4. Soit alors G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A et

soit =&!MA(G) = (&, M,p) . Il est clair que le lemme précédent s'applique en pre-
= = i = i = l'algébre affine de G ,

nant Gk G®Ak , MO M, i 1dM , R g

£0=£ et 1,=1d£.
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PROPOSITION 1.4.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

A , soit R son algébre affine, et soit (& M,p) = SMA(G) . Soit & un A-
R,8 , ) € G )(s)

anneau p-adique. Pour tout x € G(8) = Hom

cont S Vi (£,M,0
et l'application x = (XS,XM) " est un homomorphisme du groupe G(8) dans
G(£ M p)(S) ; c'est un isomorphisme si p # 2 ou si G est unipotent.

Démonstration : compte-tenu du lemme 1.3, il suffit de montrer que l'ap-

plication x = (X£,XM) est un homomorphisme de groupes, ou encore que cha-
cune des deux applications x =. XM et x = x£ est un homomorphisme de

groupes.

Pour l'application x =~ X\ c'est clair : on voit que c'est le composé de
l'application canonique de G(8) dans G(Sk) = Gk(Sk) par l'isomorphisme ca-

nonique de Gk(gk) sur GM(S) résultant de la proposition 6.2 du chapitre III.

Montrons donc que l'application x = x est un homomorphisme de grou-

£

pes. Soit A : R R éAR le co-produit ; il se prolonge en une application

~an ~an s ~an ) L1 .
b+ Ry Ry ®A R - Soit x et y des éléments de G(8) et soit
z = x+y . Les applications x,v,z de ® dans 8 se prolongent en des ho-

, , ~an ) ~an ;

momorphismes continus X Vi 2y de RK dans 8K . Si a € RK , on voit
que ZK(CL) = (WSO(XK'&yK)o AK)(OL) , o g SK ®A SK - SK est définie par la
multiplication dans 8§, . Si a € £ , on a donc

K

z (@) =z (a) = (ngo(xKéyK))(am +180) = mylx ()®1 + 1®y£(a))
= XL(OL) + YL(OL) ;

d'ou la proposition.

1.5. Montrons maintenant le théordme 1 pour p # 2 et pour les groupes uni-

potents (et p quelconque).

Il résulte du lemme de Yoneda qu'un groupe formel topologiquement plat

sur A est complétement déterminé par la restriction du foncteur en groupes

A

qu'il définit & la catégorie des A-anneaux p-adiques.

Si p#2 et si (£ M,p) est un objet de Aﬁ (resp. si p est quel-

conque et si (£, M,p) est un objet de /\: ), le lemme 1.3 implique qu'il exis-

te un A-anneau spécial R tel que, pour tout A-anneau p-adique § ,

G(£ M D)(S) s'identifie & 1'ensemble des homomorphismes continus de { dans
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8 , et ceci fonctoriellement en 8§ . On voit donc que G(S,M,p) définit un p-
groupe formel G lisse et de dimension finie sur A , dont l'algébre affine est
isomorphe & R® . On vérifie immédiatement que ,S:MA(G) s'identifie & (&, M, p)
et que G est unipotent si M l'est. On en déduit que le foncteur £MA est

essentiellement surjectif.

Il reste donc & montrer que SMA est pleinement fidéle : soit G et G

deux groupes formels lisses et de dimension finie sur A . Posons

IM,(G) = (£,M,p) , EM,(G") = (&', M",p")

Avec des notations évidentes, il résulte de la proposition 1.4 que, pour tout A-
anneau p-adique & , G'(8) (resp. G(8)) s'identifie canoniquement (et foncto-

G,,. (8 (resp. Nx(g)x )GM(S)).

0 . 0
Ng (8)™M N (8

Soit f un morphisme de G' dans G et soit S.MA(f) = (S,(f),l\_/l(fk))

riellement en &) & NJ:'(S) X

Pour tout A-anneau p-adique & , et tout x = (XS' ,XM,) € G'(§ on a

fg(x) = (XS'XM) avec Xg = X ° £(f) et X = Fype 1\_/I(fk) ; on voit donc
que xg = 0 si &) =0 et Xy = 0 si I_\_/I(fk) = 0 ; par conséquent, si
SMA(f) =0, on a fg(x) = 0 , pour tout A-anneau p-adique § et tout

x € G'(8) , ce qui montre que SMA est fidéle.

Si maintenant u : (L,M,p) - (L',M',p') est un morphisme de la catégorie

AzA (resp. AX si p=2), il définit, de maniére évidente, un morphisme
ug NS,(g) XN%,(S)GM'(S) - N£(8) X N%(S)GM(S) , pour tout A-anneau p-adique

§ , visiblement fonctoriel en & . D'ou une famille, fonctorielle en 8 , de
morphisme fg : G'(8) - G(8) , i.e. un morphisme f : G' = G tel que
EM (f) = u et le foncteur S’MA est pleinement fidéle.

A
1.6. Nous reprenons les hypothéses et les notations du lemme 1.3 que nous
nous proposons de démontrer maintenant. Nous posons G(8) = G(£ M p)(g) et
nous utilisons l'application i (resp. 1) pour identifier M et M0 (resp. £

et £0).

Comme tout p-groupe formel sur %k , Gk se décompose en le produit

et | . ¢} . et

direct d'un groupe G}i connexe et d'un groupe Gk étale. Si R (resp. R )
t ) . N

désigne l'algébre affine de GE (resp. Git) , RS et R®" s'identifient a des

. et 2 l¢]
sous-anneaux de R et le produit définit un isomorphisme de R ®k R sur
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et . .
R . Nous notons g le relévement de Ret dans R et nous choisissons un

sous-anneau local RC de R qui reléve R ; ici encore le produit définit un
isomorphisme de Ret éA Rc sur R .
Comme Gk = GE X Git ,ona M=M® Met , avec M° = I\_/[(GE) et
t t 12 P ‘s :
Me = I\_/[(GE) ; tout élément a € M s'écrit donc d'une maniére et d'une seu-

le sous la forme a = a° +§et , avec gc e M® < CWk(RC) et

_a_et ¢ Met - CWk(Ret)
Soit o € £ et soit a = p(a) = gC+_§et ; si QC = (...,afn,...,afl,ag)
t t ~
et ge = (...,afn,...,ai,agt) et si l'on choisit des relévements afn des
~ t
a(_:n dans RC et ai des aé_arl dans Ret , WR(Q) est 1l'image, dans
S n © n
-Nn, ~ -n,~et
P(R)/pR de 2 p "@°)H)P + p a® )P Comme a = p(a) , l'image de
n=0 -n n=0 -n

o dans P(R)/pR est WR(“a‘) et l'on a donc a = o + ot + pB , avec

- n N . n
o® = Dp )P € P, o = TpETH)P € p@®) et B ew .

C 1
2,...,Xd) pour R : 1'anneau

I et R® a «k[[X]] = klX ... % I,

Choisissons des coordonnées X = (XI’X

2°  s'identifie donc a Allx]] = A[[Xl""'xd

en notant )~<i I'image de X, dans R .

Si main cees
i intenant otl,az, OLd

cxi peut s'écrire, compte-tenu de ce qui précéde, sous la forme

est une base du A-module libre £ , chaque

C et
a = a° + o°t + pB.
i i i pBl !
C C
avec o € PRO) , aiet

étre considéré comme une série formelle en les Xj a coefficients dans K .

et)

€ P(R , Bi € R ; en particulier, chaque q(i: peut

Commengons par établir un autre lemme :

LEMME 1.5.- c
aai l¢]
i) La matrice des 3% est & coefficients dans R et inversible dans
RS )
3Paf
s . 1 R o \
ii) la matrice des est & coefficients dans R° ;81 M est uni-
axP
potent (i.e. si Gk l'est), ‘on peut choisir les coordonnées X}. et la base des

OLi pour gque cette matrice soit topologiquement nilpotente.

Démonstration :

, On a
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c -n, ~c p" ‘ ~C
a’ = 2Tp (& ) , pour des relévements convenables a ., des a )
i -n,i -n,i -n,i

dans RC

Notons m (resp. m) 1'idéal maximal de R® (resp. RC) . Comme G°

A\
est connexe, M€ = Hom(Gc CW,) = Hom(GE,({\?VE) est contenu dans CWC(RC) ,

. k! k k
autrement dit tous les a ni sont dans m ; par conséquent, tous les écn ;

’

sont dans m

c
aOLi 2 c pn—l Ba_n i C
Ona — = 2 (& ) —— €R
BXJ n=0 -n,1 BXJ
c ) c g
De plus, comme les é—n i sont dans m , (A—n i)p €m , si
3 23t
p’-1>1, i.e. si n#0 , et —— = 0.1 (mod m)
- Lo ! BXJ» BXJ.

On sait (cf. proposition 4.3 du chapitre III) que l'application qui &

a = (..a_ .4, g . )
passage au quotient, un isomorphisme de M /EM sur m/m <= t""C
Gk

comme o induit un isomorphisme 7 : £&/pf - M/FM et comme la projection

) € 1\/[C associe l'image de a dans rn/m2 , induit, par
0

(k)) ;

de M sur M°® induit un isomorphisme de M/FM  sur MC/EMC , on en dé-

2
duit que les images des a(0: i dans m/m forment une base du k-espace vec-
’ aac )
0,i
X,
J

toriel 'm/m2 ; il en résulte que la matrice des est inversible dans

%dg 4

BXj

donc aussi de celle

R ; on voit qu'il en est de méme de celle des
c

eIy

X,
]

3 Q, p-1 /a3,
ii) Il est clair.que L= ?—-——l(—l) € R°
ax! axP”
] d
éfl i = pbi + _Zlci ij + termes de d° =2
(avec les bi et les ci . dans A ). En utilijsant le fait que les écn ; sont

des dans RC

A
Q.

Posons, pour 1 <i

] p c -1,
d a,
. P l.p!.cp. = —c_p_ (mod m)
BXP 1,] 1,]

J apa.C

i

tous dans m , on voit que

est topologiquement nilpotente si et

Il est clair que la matrice des

b

an

seulement si la matrice des - cp ., l'est, ou encore si et seulement si la ma-

1

trice des aij est nilpotente dans k (en notant aij l'image de Cij dans

k).
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Dire que M est unipotent revient & dire que l'action de V sur M/pM
est nilpotente ; il revient au méme de dire que l'action de V sur M/IM
l'est ; on en déduit que l'on peut trouver une base (§1,§2,...,_§_d) de M/IM

sur k telle que y_é_d =0 et, pour 1<i<d, ygi = ou bien 0 ou bien

g‘14—1

Choisissons, pour 1 <i<d , un élément oy de & tel que l'image de
o(ai) dans M/FM soit éi : le fait que p induise un isomorphisme de
£/p&  sur M/FM implique que de tels G.i existent et forment une base du

A-module libre £ .

L'isomorphisme composé &£/pf& - M/FM - MC/EI\/IC - m/m2 nous montre

, . ~ c
que, si l'on note Xi un relévement de a, ., dans R , les Xi forment un

0,1
. . s c c c
systéme de coordonnées pour ° . L image de ygi = (...,a_n_1 g2y i)

dans rn/m2 est l'image de afl i dans m/rn2 et c'est donc aussi celle de
élci,jxj ; mais, comme la projt,ection de M/FM sur Mc/fMC est un k[V]-
isomorphisme, on voit que l'image de ygf dans m/m2 est aussi celle de
ygi qui vaut ou bien 0 ou bien §i+l ; on voit donc que l'image de M_a_f
dans m/m2 est 0 , sauf si ygi :§i+l ,

Finalement les €, . sont nuls, sauf peut-étre certains des Ei j41 pour
’

auquel cas c'est l'image de Xi+1'

’

1 <i<d et la matrice des Ei i est bien nilpotente.

’

Démontrons maintenant le lemme 1.3

Montrer que ( ) € G(8) revient & montrer que le diagramme

RS Y

L — SK proj.
°|
w

XM s
M —— CW, (8 ) ——§,/p8

est commutatif, Soit & € § et soit a = (...,a_n,...,ao) = p(a) . On peut choi-

A —n..n

sir des relévements a_, des a_, dans R pour que a = p na}_jn ; on a
- - n

alors x.(0) = Tp "(x(@ )P)

£ —n)

D'autre part, on a XM(Q(Q))_;A (I.l..,xk(a_n),...,xk(ao)) ?t (Wgo Xy p° ) (@)
est 1'image dans SK/pS de Zp b{’n , en désignant par b-n un relévement

quelconque dans § de xk(a_n) ; 11 est clair que l'on peut choisir

b—n = x(é_n) et on en déduit que (wgo x. 0 p)(a) est l'image de x.(a) dans

M £

SK/pS , ce qui démontre la premiére partie du lemme.
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Soit £ une application A-linéaire de & dans SK et soit 1 une ap- Yy € 8 . On voit que, avec des notations évidentes,
plication D, -linéaire continue de M dans CW, (8 ) telles que (&,n) € G(g). xo(a_) = a?(xo,_,,,xo) + Xet(a.et) + pXO(B,)
k k Tk £ i1 d £ i
Pour achever la démonstration du lemme, il faut montrer qu'il existe un homomor- . 0 r N 21z
Pour 1 <i<d , posons xi = Xi +p yi , ou les Yy sont des éléments
phisme continu x : R - § et un seul tel que x£ =g et XM =n . quelconques de & . On a
cont
D'aprés la proposition 6.2 du chapitre III, Hom M, CW, (8,)) s'identifie & t
Fres e e g D Tk xg(@) = a0, xy) + xS + px(8)
Gk(Sk) : plus précisément, il existe un homomorphisme continu Xk : R - Sk 0 , 0
= t g, it x(B,) = ,
et un seul tel que nla) = CWk(xk)(g) , pour tout a € M ., Comme X(’Xj) X (Xj) (mod p'8) , pour tout j oh volt que (Bl) x (Bl)
(mod prS) , pour tout i . On en déduit que
Choisissons alors des X, et des o, comme dans le lemme 1.5 et cher-
i : x (@) = ollx ,x ) + x2@™ + px(8)
chons quels sont les homomorphismes continus x : f - & tels que XM =n, £ i1 d £ 1 i
ou, ce qui revient au méme ui relévent x ' = xo(cx) + ac(x x,) - ot,c(x0 xO)
' q r d k RN A i1 %y 17t
+
Si 1'on note xit la restriction de X, a Ret , on. voit que xEt se = @(OLi) + pryi + Ot(i:(xl,...,xd) - OL(i:(X(l),...,Xg) (mod pr 18)
reléve, de manigre unique, en un homomorphisme continu Xet : Ret - 8 ; si 0 0 0
Posons x = (x,,...,x,) et x = (x_,...,x, . Pour tout
de plus, on pose X, = x (}~{.) € & , on voit que la restriction de x a RC N dl d 1 d
' . x n = (n,..,n,) € N", posons ‘Q|=n1+ *+ng, nt=ntont,
est déterminée par le d-uple (xl,xz,...,xd) , avec x, = X(Xi) , et que les %, In‘ ln‘ N n
(=]
peuvent étre des él&ments quelconques de 8 relevant les }”{i . Comme R 3 = = na—_n— et zg = yll. ydd On a Otf(g)—@ic(}go) = me 2 u
~ = n=1 —n =
s'identifie a Ret ®A QC , on a ainsi obtenu une bijection entre les x : R - 8 oX 8X11...8de |nl n
. = _ a1 & Inl c
tels que XM n et les d-uples (Xl""'Xd) d'éléments de 8§ relevant les 1 3oy 0
~ avec u_ = — (x).y
X, . n n! n
i = = X=
Si maintenant x est un relévement quelconque de X, . on voit, d'aprés : Soit n e]Nd . avec n = l_11| > 2 et soit s un entier tel que n, > 1
la premiére partie du lemme, que (XSj’XM) = <X£'ﬂ) € G(8) et on en déduit que et m = (nll ;L ,nd) On a
le composé de XS avec la projection de SK sur SK/pS est égal au compo- c c
2 . . P n-1 [oaq, n-1/3aq,
sé de x avec cette projection ; on en déduit que, pour tout a € £ , U = 1 9 i (XO) XE 1 1 o) i @0)_23
n  nt B A T n T m! B !
xg(@) - E(a) € ps . Bt xm\oXg Ng M1 M\ 0%
On voit donc que, pour achever la démonstration du lemme, il suffit d'éta- done nsup_ € s
blir le résultat suivant : " Soit vp la valuation p-adique. Si rn—vp(ns) = r+ 1, on voit que
m r+1
soit r un entier = 1 . Supposons gu'il existe un d-uple (x(l),xg,...,xg) P ug €p 8. Or
d'éléments de & relevant les ?{i , uniguement déterminé modulo p' , tel que B si 2<n<p, ns est premier & p et r, - vp(ns) =m=2r=zr+1 ;
0 r
- P i - + +
xs(a) E(w) € p8S , pour tout o € & . Il existe alors un d-uple (x1,>1<2,._.,xd) . si pt <q < pt 1 avec t entier =1, on a n <n < pt 1 . donc
V212 . 2 PR r+
d'éléments de 8 relevant les X, , uniquement déterminé rgodulo p , tel v (ns) <t et m_vp(ns) S rpt—t > r+1 , sauf si on a simultanément
que x£(on) - E(a) € prﬂs , pbour tout o € £ (on a noté x (resp. x) le re- rpz 1 — 2 et t=1
. . 0 O 1 p ’
lévement de x, associé au d-uple (xl,...,xd) (resp. (Xl’ ,Xd) )
B si r=1, p=2 etsi n=2o0u3ld, onvoit que n-v.,(n) = 2 , sauf
Pour le montrer, posons, pour 1 <i<d xO(on) = E(a,) + er avec 27s
‘ ’ ‘ L'V i i si n est de la forme (0,...,0,2,0,...,0)
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Finalement, on voit que

c c, 0 r d aqic 0 r+1
o (x) - o (x) =p U ——(x")y, (mod p °8) , .
i i i=1 BXj ]
sauf, peut-étre, si p=2 et r =1, auquel cas on a
d aa/ d aza‘f )
o (x) - o (50) =2 —@0).y_ + (50).}7_ (mod 48)
i j=1 BXJ. j =1 BX.Z j
J

Supposons d'abord p # 2 ou p=2 et r =2 . On a alors, pourtout i,

c
qa,
i

5o + pr<vi +2§§<§0).yj> (mod p"!

s)

»
g
1}

Les yj doivent donc étre solutions du systéme d'équations

Eaaf 0
+ - . =
Yy X, x") vy =0 (mod p8)
2af ‘
Comme la matrice des 3% est inversible dans R , on voit que l'image,
j aa?
dans Sk = &/p8 , de celle des aTl(g()) est inversible ; le systéme d'équa-

tions linéaires ci-dessus admet donc” une solution et une seule modulo p , d'ou

le résultat.

Supposons enfin p =2 et r =1 ., Le méme raisonnement montre que

l'on doit résoudre le systéme d'équations

aoc(i: azaf 2
v, + 2 =&Yy, + T ®9.vy" =0 (mod 28) .
i oX, j ]
] X, c
) aoni
On voit que l'image, dans Sk = &/28 , de la matrice des _BT(EO)
24C j
felalle:
(resp. des 21 (50) ) est inversible (resp. nilpotente) et 1l'on en déduit faci-
3X,
]

lement l'existence et l'unicité d'une solution modulo 2

1.7. Nous allons maintenant indiquer comment on peut modifier les constructions
des numéros précédents pour obtenir un analogue de la proposition 1.4 et une
démonstration du théorédme 1 pour les groupes connexes (pour p quelconque,

bien qu'il suffirait, évidemment, de le faire pour p = 2 ).

Soit G un p-groupe formel connexe sur k (pas nécessairement lisse)

qui est réunion de ses sous-groupes finis, soit R son algébre affine et soit

'R 1'idéal maximal de R . Notons R# le A-anneau profini A @ rR (la struc-

ture de A-module topologique est claire, le produit est défini par
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(A.1+a)(.14+b) = .1 + (Ab+pa+ab) , si A\,u €A et a,b € 'R ). On voit
que R# ®A k = R**/pR4¢ s'identifie & R et il est clair qu'il existe sur R#
une structure de bigébre formelle et une seule telle que 'R soit l'idéal d'aug-

mentation de R# et que la structure de bigébre formelle induite sur R , par
passage au quotient, soit celle provenant de G ; nous notons G# le A-groupe

#

formel dont 1'algébre affine est R

Soit S un A-anneau (muni de la topologie discréte) et soit r son nil-

radical ; supposons que prS = 0 . Notons S' 1le k-anneau S' = kSG—) r‘S ; on
voit que le nilradical de S' s'identifie & rg i si x € G#(S) , X est une
application continue de R dans S et envoie rR dans g ; on en déduit
que le groupe GQ(S) s'identifie au groupe G(S') . D'aprés la proposition 6.2

du chapitre III, le groupe G(S') s'identifie au groupe Hom%ont(M,CWk(S‘))

des applications D, -linéaires continues de M = M(G) dans CWk(S') . Si l'on

k
note CWk(rS) le sous—Dk—module fermé de CWk(S') formé des covecteurs
dont toutes les composantes sont dans rS , on voit que
CWk(S) = CWk(k) ® CWk(rS)

Comme G est connexe, on a

cont

Hoka (I\/[,CWk(k)) >~ G(k) =0 et
cont Y cont
Hoka (M,CWk(S ) = Hoka (M,CWk(rS))
Vs ; ; . H 4 cont
D'ol un isomorphisme canonique uG(S) de G¥S) sur HomD (M,CWk(rS))
k

si x € G#(S) , ué(S)(x) est l'application qui &8 a = (...,a_n,...,ao) € M as-
socie (...,x(a_n),...,x(ao)) € CWk(rS) (le fait que a € M implique yue tous

).

les a sont dans r
-n R

Soit maintenant § un A-anneau p-adique et soit fg 1'idéal de § for-
mé des x tels que x € pS8 , pour n suffisamment grand. Si l'on pose

S = S/prg , S est un A-anneau dont le nilradical rg = rg/prg vérifie

prS = 0 , et la topologie induite sur S par la topologie p-adique sur § est

la topologie discréte.

Posons &, = & ®A K . Soit a = (...,a ,...,ao) € CW ) : pour tout

K -n (rs

n , soit a_, un relévement de a n dans rg ; on voit que la série

—n..n
i p PP converge dans §, et que son image wﬂ(g) dans 8&,/pr ne dé-
n=0 -n K S K s

pend pas du choix des relévements des a_r1 ; on voit facilement que 1l'appli-
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cation w# : CWk(rS) - SK/prg ainsi définie est A-linéaire.

s
Soit (£,M,p) un objet de /\; . Soit & un A-anneau p-adique et soit
rg = {x€g | x" € ps , pour n assez grand} :
8 comme au n° 1.3, nous notons Ns(g) le groupe HomA(S,SK) des applica-

#
tions A-linéaires de & dans SK =8 ®A K , et nous notons N;‘,(S) le quo-

tient HomA(S,SK/prS) ;

B nous notons G;I(S) le groupe HomcDim(M,CWk(rg/prg)) des applications
D, -linéaires continues de M dans CWk(rS/prg) ;
B nous notons cpp# 1'application de GI:[(S) dans Ng(s) qui & u € Gl\i(s)“
associe w; ouop ; il est clair que c'est un homomorphisme de groupes ;
#

# enfin, nous notons G (8) le produit fibré N (8) x G (g) , ou

(£,M,0)° ¢ *w M
le morphisme de Ns(s) dans NS,(S) est celui qui provient de la projec-
#
tion canonique de SK sur SK/prg et celui de G:/[(S) dans Ns(g) est
#
CPp .

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en § et nous

permettent de considérer G comme un foncteur covariant de la catégo-

#
(£, M,p)
rie des A-anneaux p-adiques dans celle des groupes abéliens.

Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse G]< +dont le module de

Dieudonné M, = M(G est isomorphe & M (un tel groupe existe, est unique

0 k)
a isomorphisme prés et est connexe) ainsi qu'un isomorphisme i de M sur

M

Soit R 1'algébre affine de Gk et choisissons un A-anneau spécial R

qui releve R , ainsi qu'une augmentation € , i.e. un homomorphisme continu

€
du A-anneau profini ® sur A , et notons R le noyau de ¢

Le Dk—module topologique CWE(R) est formé des covecteurs dont les

composantes sont toutes dans 1'idéal maximal rR de R . Si

a = (...,a l,1,...,ao) € CWE(R) et si 1'on choisit des relévements é—n des a_,
dans ﬂe (et pas seulement dans R ), on voit que l'image w;(g) de

i p-népn dans P(R)/er (o o est 1'idéal maximal de R ) ne dépend pas
n=0 -

du choix de ces relévements ; on vérifie encore que l'application
€

. C
wg kam) — P(R)/pTR
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ainsi définie est A-linéaire continue.

Choisissons enfin un isomorphisme t de & sur un sous-A-module §

de P(R) tel que le diagramme

£ teg s PR

0 ~

pl PR
e
(R) R

)/pra

M L’MOL»CWE R

soit commutatif (1'existence d'un tel 1t est claire).

Pour tout A-anneau p-adique § notons, comme en 1,3, XR(S) l'ensem-

ble des homomorphismes continus du A-anneau ® dans &8 . A x € XR(S) on

associe, comme en 1.3, un élément x de N _(8 . On lui associe aussi un

£ £
élément xi/[ de GI&(S) de la maniére suivante :
le A-anneau profini ®/pR° s'identifie & R# sona x(RY) < x(r) cr

i R s
et x définit, par passage aux quotients, un homomorphisme continu

€ $ € $ €
. . s L . i1z _
Xy R /pr8 ; il lui correspond donc un élément xM0 uG(S/prg)(x ) de

k
cont e _ e .
Hoka (MO,CWk(rg/prg)) et x, = xMoo i,
€ #
MME 1.3'. - ) ,  Liapplicati
LE E1 63 Pour tout x € XR(S: (x£ xM) € G(&,M,p)(g) L'application

~ , de dans est bijective.
x (X£ XM) de XR(S) dans G(S,M,p)(g) est bijective

'Y

La démonstration est entiérement analogue & celle du lemme 1.3. Avec les

conventions employées dans la démonstration de ce lemme, on voit que le seul

Y

probléme est pour p =2 et r =1 ol l'on est ramené & résoudre un systéme

d'équations du type
2.c

daf 340

1.0
+ 2 — . +
Ty 0y + 2

Lx9.v% = 0 (mod 28)

ax2 j
R )]
dont on veut montrer qu'il admet une solution (yl,yz,...,yd) formée d'éléments
de rq et que cette solution est unique modulo 28 ; on sait encore que l'ima-
da§
ge, dans &/28 , de la matrice des W(EO) est inversible ; il n'est plus
]
2,¢
toujours vrai que 1'image de celle des i (50) est nilpotente, mais on sait
X
que les Yi sont dans rg ; l'existence et 1'unicité s'en déduisent facilement.

Soit alors G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur

A , et soit SMA(G) = (£, M,p) . Il est clair que le lemme précédent s'applique
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en prenant Gk =G ®A k , MO =M, i-= idM , R = l'algébre affine de G,
¢ = l'augmentation provenant de G , £0 =L et 1 = idj: .
PROPOSITION 1.4'.- Soit G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension -

finie sur A , soit R son algébre affine et soit (£, M,p) = eS:MA(G) . Soit &

un A-anneau p-adique. Pour tout x € G(8) = Hom R, 8 ,
. n cont
(XS,XM) € G(&,M,p
groupe G(8 sur G

)(S) et l'application x = ( ) est un isomorphisme du

(8)

[
*e M

(£, M, p)
La démonstration de cette proposition est entiérement anaiogue a celle de

la proposition 1.4. Le théoréme 1 dans le cas connexe se déduit du lemme 1.3’

et de la proposition 1.4' de la méme maniére qu'il se déduit, dans le cas »

p #2 , du lemme 1.3 et de la proposition 1.4,

1.8. Le théoréme 1 implique le résultat suivant, d'ailleurs bien connu :

COROLLAIRE. - Tout groupe formel liss% et de dimension finie sur k admet un

relévement lisse sur A .

Soit, en effet, G un tel groupe formel. Il s'écrit sous la forme

c et c et | . .
G=G xG  , avec G connexe et G étale ; comme il est clair que

t N \ \ s S . : :
Ge se reléve, il suffit de vérifier que Gc se reléve. Soit d sa dimension
et soit M son module de Dieudonné ; soit =B VR W des éléments de M
qui relévent une base de M/FM sur k ; soit €185y la base canoni-

que du A-module libre Ad et soit p l'application A-linéaire de Ad dans M
définie par p(ei) =a, , pour 1 <i<d. On voit que (Ad,M,p) est un ob-
jet de A; qui définit un groupe formel lisse sur A relevant e

1.9. Remarque : soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A,
Si p =2 , supposons G connexe ou unipotent. Soit (&, M,p) = £€M(G) . On
peut décrire le groupe G(S) des points de G & valeurs dans n'importe quel
A-anneau fini S & l'aide du triplet (£,M,p) . En effet, on vérifie facilement
que l'on peut trouver un A-anneau p-adique § (qui est un A-module libre de
rang fini) et un homomorphisme de & sur S . Soit a le noyau de cet homo-
morphisme. Comme G est lisse, 1'homomorphisme de G(8) dans G(S) est
surjectif et il suffit donc de savoir décrire son noyau. Si R est l'algébre af-
fine de G et si R+ est 1'idéal d'augmentation, on voit que ce noyau est le

sous-groupe G(a) de G(8) formé des x : f — § tels que X(R+) ca . Le
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A-module libre de rang fini A ® a peut &tre muni d'une maniére évidente d'une
structure de A-anneau p-adique telle que la projection sur la premiére composan-
te soit un homomorphisme d'anneaux. On voit que G(a) s'identifie au noyau de

la projection de G(A® a) sur G(A)

1.10. Appelons systéme de Honda lisse sur A tout couple (L,M)

B ot M estun Dk—module profini sur lequel l'action de F est injective,
tel que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur

Kk,

B od L estun sous-A-module de M vérifiant FMNL = pL et

L/pL = M/IM .

Les systémes de Honda lisses sur A forment une catégorie Hg :un
morphisme u : (L,M) - (L',M') est une application Dk—linéaire continue de M

dans M' telle que u(L) c L'

Il est clair que la catégorie Hli est additive.

Il existe un foncteur additif évident H : Aﬁ - Hg : & un triplet (&£, M,p)
on associe le couple (L,M) ou L = p(£ . On voit que H n'est pas pleine-

ment fidéle. Cependant, on vérifie immédiatement :
B que H est essentiellement surjectif ;

B8 que deux objets de Aﬁ sont isomorphes si et seulement si leurs images par

H sont isomorphes dans HA .
Si l'on note Ll\/IA le foncteur Ho £MA , on voit donc que tout p-groupe
formel G lisse et de dimension finie sur A est déterminé, & isomorphisme

prés, par LMA(G)

En particulier, soit Gk un p-groupe formel, lisse et de dimension finie

sur k ; si p = 2 supposons Gk connexe ou unipotent. On voit que déter-

miner les classes d'isomorphismes des relévements lisses de Gk sur A re-
e .

déterminer les classes d'isomorphisme des couples (L,M) de HA ou

a
M = M(Gk) . Le groupe Aut(M) des automorphismes continus du Dk—module to-

pologique M (qui est isomorphe au groupe des automorphismes de Gk ) opére

vient

a gauche sur l'ensemble A(M) des sous-A-modules L de M vérifiant

FMNL =pL et L/pL = M/EM ; les classes d'isomorphismes des relévements
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lisses de Gk correspondent alors aux classes de A(M) suivant Aut(M)
Remarque 1 : nous verrons au §2 du chapitre V que la classification des p-
groupes formels lisses et de dimension finie sur A par leurs systémes de
Honda n'est autre, dans le cas connexe, que celle qui avait été obtenue par
Honda ([32], au langage prés et par des méthodes complétement différentes, la
théorie de Honda ne donne pas de description de G(8) , elle consiste & cons-
truire explicitement la loi de groupe formel). C'est pourquoi nous avons employé

l'expression de "systéme de Honda", bien que des objets du méme type aient

été aussi considérés par Grothendieck ([29]).

Soit maintenant G un groupe p-divisible sur A ., Il est clair qu'il re-
vient au méme de dire que G est un p-groupe formel, lisse et de dimension
finie sur A , tel que Gk est un groupe p-divisible sur k . Par conséquent
(cf. rem. 3 du n°III.6.1), un p-groupe formel G , lisse et de dimension finie

sur A , est un groupe p-divisible si et seulement si M(Gk) est un A-module

libre de rang fini.

Notons alors l\g (resp. Hi) la sous-catégorie pleine de A!i (resp. Hi)

dont les objets sont les (£,M,p) (resp. les (L,M)) tels que M est un A-

module libre de rang fini, Si (£,M,p) est un objet de /\d , on voit que

A
p: £ - M est injective et on en déduit que la restriction du foncteur H &
d P . . , d
AA définit une équivalence entre la catégorie AA et Hi .

C ,u) la sous-catégorie pleine de Hi dont

tels que M est connexe (resp. unipotent),

> 0.

Si 1l'on note Hi (resp. H

=

les objets sont les couples (L,M

le théoréme 1 implique alors le résultat suivant :

PROPOSITION 1.6.- Si p # 2 , le foncteur LM induit une anti-équivalence

A
entre la catégorie des groupes p-divisibles sur A et la catégorie Hi .
Pour p guelconque, le foncteur LMA induit une anti-équivalence entre
la catégorie des groupes p-divisibles connexes (resp. unipotents) sur A et la~

catégorie Hi’c (resp. Hi’u)

On obtient ainsi les résultats annoncés dans [21]. Profitons-en pour si-
gnaler que le théoréme 2' de [21] n'est énoncé correctement que pour p # 2

L'énoncé correct dans le cas général est la proposition 1.6 ci-dessus.

Remarque 2 : soit G un groupe p-divisible sur A et soit, pour tout entier
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n , Grl le sous-groupe de G noyau de la multiplication par pr1 . Soit §
un A-anneau p-adique. Dans la proposition 1.4, nous avons noté G(8) le
groupe des homomorphismes continus de l'algébre affine de G dans § , i.e.
le groupe des points de G , considéré comme groupe formel, & valeurs dans
8 . Ce groupe ne doit pas étre confondu avec le groupe des points de G ,
considéré comme limite inductive de groupes finis, & valeurs dans § , autre-
ment dit avec le groupe lim Gn(S) . Il est clair que ce dernier s'identifie au

sous-groupe de torsion Gtor(g) de G(9)

Avec des notations évidentes, si (L,M) = LI\/IA(G) , le groupe G(8) s'i-

dentifie canoniquement (en supposant G unipotent si p = 2 ) au groupe

N_(8) x G, (8) (cf. prop. 1.4). Comme N_(8) est sans torsion et comme
L NO(S) M L

L
GM(S) est un groupe de torsion, on voit que Gtor(g) s'identifie au sous-
groupe de GM(S) formé des u : M - CWk(Sk) tels que (Wgn u(l) = 0. On

obtient une description analogue, dans le cas p =2 et G connexe, en uti-

lisant la proposition 1.4'.

Remarque 3 : soit G un groupe p-divisible sur A ; si p = 2 , supposons
G unipotent. On vient de voir que, si § est un A-anneau qui est un A-module

libre de rang fini, le groupe G, (8) s'identifie & un sous-groupe de

tor
GM(S) = Hoka(M,CWk(Sk)) . On voit que la fléche Gtor(g) - GM(s) n'est
autre que la composée de l'homomorphisme canonique de Gtor(g) c G(8) dans
G(8/p8) = G(Sk) = Gk(sk) par l'isomorphisme canonique de Gk(Sk) sur

Homp, (M,CWk(Sk)) . On en déduit donc que l'homomorphisme canonique de

Gtor(s) dans Gk

(th. 3) et peut d'ailleurs se démontrer directement,

(Sk) est injectif. Ce résultat avait été annoncé dans [21]

§2.- Le foncteur M ~ M,

Dans ce paragraphe et dans les suivants, on note K' une extension finie

totalement ramifiée de K et e son degré. On note A' l'anneau des entiers

de K' , wm 1'idéal maximal de A' et on désigne par ™ une uniformisante de
Al
On note v(e) l'entier min {pn—ne} et s(e) le plus petit entier s
n€lN
tel que v(e) = p° -se . On écrit v et s au lieu de v(e) et s(e) lors-
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qu'il n'y a pas de confusion possible. Remarquons que, si e < p-1, on a

vie) =1 et s(e) =0

(3)

2.1, Pour tout Dk—module M , et pour tout entier j , nous notons M le
Dk—module déduit de M par l'extension des scalaires o (rappelons que
o désigne le Frobenius absolu sur k et A ; on le prolonge en un automor-

phisme de Dk en posant o(F) = F et o(V) = V). Dans la suite, nous iden-

tifions le Zp[f,y]-module sous-jacent & M

(3)

au Zp[f,y] -module sous—jacent ’

& M ; llaction d'un X € A sur M est alors la fleche a b G_J(X)g

Pour tout D, -module M et pour tout entier j , on note v (resp. f)

k
. o o
l'application D, -linéaire de M(J) dans MY 1 ( 1))

e nt

(resp. dans M qui a

A

(identifié¢ & M ) associe Va (resp. Fa)

Il est clair que, si M est un Dk—module topologique, M(J) est, de
maniére naturelle, un Dk—module topologique et que les applications v et f

sont continues.

Considérons le cas particulier ol 1'on se donne un k-anneau linéairement

topologisé, séparé et complet, R et ot M = CWk(R) . On pose alors

CW](;)(R) = M(J) Il est commode de considérer les éléments de CW}(:)(R) com-
me des covecteurs (...,a_n,...,a_j_l,a_),) dont les composantes (qui sont des

éléments de R vérifiant les conditions habituelles) sont indexées par les en-
tiers < -j : avec ces conventions, les formules donnant l'addition et la mul-

tiplication par un scalaire sont les mémes que celles gui nous ont servies a
(3+1)

K (R) (resp.

définir le Dk—module CWk(R) . L'application v : CW]S)(R) - CW

i) o i1 . L
f: CWk (R) CWk (R)) ass};ocue ap (""Z-n""'a—j—l’a—j) 1'élément
(...,a_n,...,a_j_l) (resp. (...,a_n,...,a_j_l,a_j))

On voit que v est surjective et que f est injective si et seulement si

R est réduit.

2.2. Nous allons associer & tout Dk—module M un A'-module MA'

8 pour tout (i,j) € ZxZ , notons MEJ) le A'-module m" 8, M(]) :

® pour tout (i,j) € ZxZ , notons cpi i : MEJ) - Mij—)l 1l'application A'-linéaire
’ i i-1

déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion m - om ;
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(i,j) € ZxZ , notons

f,
i

2

M,

(3)

1

- M,
1

’

(3-1)

l'application A'-liné-

aire, déduite, par extension des scalaires, de l'application

enfin, pour tout (i,j) € ZxZ , notons

A'-linéaire qui, &8 A ® a € m ®AM

Pour tout sous-ensemble I

de

(3)

’

Z % Z

v,

i,j

o)

associe

, nous notons

i

- M

i-e

f:
(j+1)

ph @ via)

I

me (dans la catégorie des A'-modules) dont les objets sont les

£.(M)
M,
i

M

(i)

1I'application

le diagram-

(3)

avec

(i,j) € 1 et les fléeches les cpi i L] et v, dont la source et le but
sont des objets de .BI(M) . Il est clair que ce diagramme est commutatif,
Soit Ie l'ensemble des (i,j) € ZxZ vérifiant j = 0 et
i>0 si j =0,
i>ploje st =1
On pose alors M_, = lim 5 (M)
A = Tlg
Lorsque M est un Dk-module topologique, les Mij) ont une structure

naturelle de A'-modules topologiques et les applications

sont continues.

i

<

1

On vérifie facilement que, s

i I
e

On peut donc considérer

, on a encore M,, = lim ’BI' (M)

A

M

An

Comme

Il
e

est l'ensemble des

®i,

’

ilj

et

est un ensemble fini,

, ) e
voit que, si M est un Dk—module A-pro-artinien (resp. A-profini),

un A'-module pro-artinien (resp. profini).

est fonctorielle :

- N

MA'

si M

i,j

comme un A'-module topologique.

(i,5) € Ie tels que

on

est

et

est une application

l'application A'-linéaire

1<j<s+1

Il est clair que la correspondance M & MA’
N sont des Dk—modules (topologiques) et si u : M
Dk—lmealre (continue), nous notons Uy, MA' - NA’
(continue) induite par u .
Remarques : soit M un Dk~modu1e.

_ — A _ (0)
1.- Posons 1\/[O = A ®AI\/I = MO et, pour
5 7t G _ .0
M, =pm ® M = M, On voit que,
j A pl"l_je

1

étant donné un objet quelcon-

que du diagramme f}I (M) , il existe un chemin partant de cet objet et allant
e

s+1
vers l'un des Mj . On en déduit que l'application canonique de ® M dans

M

A'

est surjective.

2.- Posons en outre, pour

0<j

=s
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j
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-1 i i+
M! =p ]mp ® M(]+1) = I\/I(], 1) (avec la convention que mp =A"). En
1 A ) je
"éliminant toutes les fleéches inutiles", on voit facilement que MA’ s'identifie
a la limite inductive du diagramme
o My vy oMy o M v
0 0 @ ] S
/\/\MA/J\J/\/\S
I\/I0 /Ml j I\/IJ,+1 Ms . p 1\/IS+1
AN N A S N RN 7N e A
M1 0 j 1\/[),4'_1 j s Ms+1 S
ol toutes les fléches sont évidentes.,
En particulier, si 2 <e <p-1 , MA' est la limite inductive du diagram-
me
MI
W) 0 v
v N
I\/IO M
™~ AT
oM 9
1
2.3. Pour tout Dk—module M , regardons comment le A'-module MA' est re-
1lié au K'-espace vectoriel MK' =K ®A M = K ®A' (A ®AM)
PROPOSITION 2.1.- Soit M un Dk—module. Posons
_ 1 —_ ' 1 P . ] — (0)
MK' =K ®AM =K ®A' (A ®AM) . La fléeche canonique de A ®AM = MO
dans MA' induit, par extension des scalaires, un isomorphisme de MK' sur
K ®A' MA‘

) . i ,
Démonstration : pour tout (i,j) € Zx% , l'inclusion de m dans K' et

1l'application £ M(]) - M induisent, par passage au produit tensoriel, une
() dans MK' ; d'od, par extension
des scalaires, une application K'-linéaire p, i : K ®A' Mi(J) dans MK' . En

7

application A'-linéaire de MEJ) = m ®A M

utilisant le fait que le noyau de £ est contenu dans le noyau de la multipli-

cation par p] et le fait que l'image de £3 contient pJM , on voit que cha-

que p, , est un isomorphisme. On voit que les pi j sont compatibles avec

les fléches du diagramme ,BI (M) . On peut donc passer & la limite inductive

e
et on obtient encore un isomorphisme.

Remarque : soit M un Dk—module gqui est un A-module libre de rang fini h .
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Alors MK' est un espace vectoriel de dimension h sur K' et il résulte de
la proposition précédente que MA'/(MA')tor s'identifie & un réseau (i.e. un
sous-A'-module libre de rang h ) de MK' ; il est clair que l'application
£ M(]) - M est injective et que son image est le sous—Dk—module EJM de
M . Si l'on utilise la platitude pour identifier les m1 ®A_EJM a des réseaux de
MK' , on voit que l'image de MA' dans M, est
o . _j-1 ) s+l . j-1 .
A® M + 2p'md e PM=@e M+ 2 pn® & rlm
A =1 A A =1 A =
Si e < p-1, on montre facilement que MA‘ n'a pas de torsion et
s'identifie donc au réseau A' ®AM + p_lm ®A£M . Si e >p-1, en revanche,
(MA')tor est un A'-module de longueur finie, non nul en général.

2.4, Pour tout entier j vérifiant 0 <j <s+l1 , soit I' j 1l'ensemble des
’

(i,i') € I:e tels que j'=j . Pour tout Dk—module M , on note MA.[J'] la
limite inductive du diagramme ’BI‘ (M) . On a donc MA'[O] = MA' et on voit
e/j S
. e -s-1 p (s+1)

+ ' =
que MA.[S 1] s'identifie a Ms+1 p m ®AM

PROPOSITION 2.2.- Soit M un Dk—module sans F-torsion. Pour tout entier j

vérifiant 0 <j <s , l'application canonique de MA.[j+1] dans MA est in-

jective.

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, pour tout j ,

l'application canonique de MA,[]‘+1] dans MA.[J'] est injective. En utilisant

les notations des remarques 1 et 2 du n® 2.2, on voit que MA.[J'] est la li-

mite inductive du diagramme

v
CP]/ ] N can
M. — M [j+1] .
! M alittl
N A
] i+1 J
On voit qu'il suffit de montrer que l'application canonique de Mj-)—l dans la
limite inductive du diagramme
M v
o N
M M
) j+1
e A
] -+ ]
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est injective.

i1 o '
Soit N = pJ 1mp ®A M(J) ; soit @ l'application de M, dans N dé-_
—i pi-1 —i- j
duite par extension des scalaires de l'inclusion de p Jmp dans p ] 1mp
et soit f 1'application de Mj+1 dans N déduite par extension des scalai-
i .
res de f: 1\/1(J 1 - Mm . I1 est clair que le diagramme
o M W
i N\J
M, M
~ CQ]\M" A‘gj' ~
) j+1 f
N

est commutatif. Comme M est sans F-torsion, l'application f est injective.
—i-1 pJ ~
Comme p ) mP  est un A-module plat, l'application f est encore injective

et l'assertion en résulte facilement.

2.5. Conservons les notations qui précédent. La proposition précédente permet,

lorsque M est un D, -module sans F-torsion, d'identifier les MA,[jJ a des

sous-A'-modules de l\]jIA, ; on obtient ainsi une suite décroissante

M,, = M,,[0] o..> I\/IA,[j] o> M, [5+1] o ..o M, [s+1] = M,
PROPOSITION 2.3.- Soit M un Dk—module sans F-torsion. Pour 0<j<s , le
A'-module MA'[j]/MA'[j+l] est isomorphe, canonigquement et fonctoriellement
en M, a (mpj_l/mpj) ®A (M/_EM)(j) (en _convenant que mp—1 =A'),

Démonstration : Comme MA'[j] est la limite inductive du diagramme

M.I
cpl/ : \V] can
M, e
N A
PML,

on voit que la composée de l'application canonique de M]. dans MA,[j] avec

la projection de MA,[j] sur MA,[j]/MA,[jH], est surjective et que son
noyau est Im cpj + Im fj . D'oll un isomorphisme canonique de I\/[J./(Im cpj+Im fj)

sur MA,[j]/MA,[j+1] . Or la multiplication par p ’ définit un isomorphisme

pi=1 (3) - p7t %)
canonique de m ®A M sur M]_ =p°'m ®A M

réciproque, par cet isomorphisme, de Im cpj (resp. Im fj) est, avec des no-

On voit que l'image
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j ' j-1 i
tations évidentes, ImmP ® M(J) (resp. Im mP ® EM(J))

" " Il est clair que

-1 ; j-1 j : .
le novau de la projection de mP ®A I\/I(J) sur (@P /mP) ®A (M(J)/EM(J)) est
j ; j-1 : , .
Imm® ® M(]) + Im mP ® EM(J) et que M(])/EM(]) est canoniquement isomor-

A
On en déduit un isomorphisme canonique nj de

phe & (M/Evp (Y
=l ()
@P /e e, (M/EM)Y sur M, [il/M [+1] .
A A A
Enfin, il est clair que cette construction est fonctorielle en M

COROLLAIRE 1.- Soit M un D, -module sans F-torsion. Le A'-module

k
MA,/MA,[I] est tué par m et l'application qui & a € M associe l'image de
1% a €A ®AM dans MA' induit; par passage aux quotients, un isomorphisme

(de k-espaces vectoriels) de M/FM sur MA'/MA'[l]

Démonstration : c'est clair, cet isomorphisme n'est autre que l'application

M0 définie ci-dessus.

COROLLAIRE 2.- Soit M un Dk—module sans F-torsion et soit L wun sous—Dk—

module de M vérifiant FMNL = FL . L'application de LA' dans MA' dé-
duite par fonctorialité de l'inclusion de L dans M , est injective.

Démonstration : avec des notations évidentes, on voit que FMNL = FL

implique que l'application canonique de L/FL dans M/_I-_"M est injective ; on

voit qu'il en est de méme,pour 0 <j<s, de (L/FL) ® - (M/EM) ®

et de
ot o () Pt o (3) :
(m /m )®A (L/TL) - (m /m )®A (M/EM) D'aprés la proposition 2.3,
l'application canonique de LA,[j]/LA,[j+1] dans MA,[j]/MA,[j+1] est donc
injective. Enfin il est clair que l'application canonique de LA' [s+1] = Ls+1 dans
M_[s+l] =M est. injective et l'assertion en résulte.

A' s+1
2.6. Donnons maintenant d'autres propriétés d'exactitude du foncteur M b MA' .

PROPOSITION 2.4.- Le foncteur M b MAl est exact a droite.

Démonstration : soit

une suite exacte de Dk—modules. Comme le produit tensoriel est exact a droite,

on voit que, pour tout (i,j) € ZxZ , la suite

) R O R ) B
1 1 1
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est exacte. L'exactitude de la suite . PROPOSITION 2.5.- Soit M un Dk—module tel que VM = M . Alors l'applica-
. . . _ (0 o
L, — M, — N —~ 0 tion canonique de A ®A M = MO dans MA' est surjective et son novau est
A A Al - o j-1 i
_A'- p
s'en déduit par passage a la limite inductive. ) le sous-A’'-module j§1 Im(m ®A KerV lM)
COROLLAIRE 1.- Soit Remargues . -
u a 1.- 8 j=2s+1,ona j-1=s donc p]-jespJ -(j-1)e et
0O —~1L M= N —0 i -1 )
p’ =2 p +e ; par conséquent,

. ) j -1 , j-1 ,
ne suit t D - F- i ) i+ ) + +1
une suite exacte de K modules sans F-torsion. La suite Im(mp ® Ker M] 1l ) < Im(pmp ® Ker y] l| ) Im(mp ® . Ker y-] l )

Upt u'n, A M A M A M
0o —1 B v Ay pi~1 j
A A A : < Im(m ® Ker V'|. )
A M +1 j-1
st _exacte. ® j-1 ' s J- '
est exdcie On en déduit que 2 Im(mP ® Keryjl ) = » Imm®  ®, Ker yJI ) . En par-
i=1 A M =1 A M

Démonstration : compte-tenu de la proposition 2.4, il suffi . .
———————————— p prop 4, il sulfit de montrer que ticulier, si M est A-pro-artinien, ce sous-A'-module est bien fermé dans

u est injective. Si l'on utilise u pour identifier L & un sous-D. -module

A Kk AR M .
de M , on voit que le fait que N soit sans F-torsion équivaut & FMNL = FL ;
. . , , N .~ 5i - = ' i F
il suffit alors d'appliquer le corollaire 2 & la proposition 2.3. 2 Si M est un Dk mOFiule tel quei yM M et tel que l'action de [
est injective, on a alors Ker MJIM = Ker pJ|M et MA' s'identifie donc au
COROLLAIRE 2.- Soit © j-1 j
, quotient de A'® M par o ImmP ® Kerp'|,,)
0 —L >M 3> N A =1 A M ® j-1 .
| Démonstration de la_proposition : posons N' = 2 Im(m® ® Ker V'|) )
une suite exacte de Dk—modules sans F-torsion. Supposons que FENNv(M) = v(EM) . j=1
Alors la suite et N = (A ®A M) /N (.') Pour tout (i,j) € Ie , nous allons définir une application
up u'A, A'-linéaire ei i : MiJ - N
0 — LA' — MA. — NA' !
B si j =0, alors 1 =0 , et l'application ei 0 est la composée de l'ap-
fie XACE. plication canonique de m1®A M dans A'®A M et de la projection de
Démonstration : soit M le conoyau de u . Comme M s'identifie 4 un A ®A M sur N ;
-D. - M - i ' & i - j
sous-D -module de N , M est sans F-torsion et, d'aprés le corollaire 1, la " si j>1,alors i>p l—je et tout élément de M-(J). ost somme finie
suit -j i+j )= j
uite _ d'éléments de la forme p Y ® a , avec \ € m € < mP et a € M(J) ;
0 — L' — M ) i (s 1
A A' — MA' — 0 comme VM = M , on a M]I\/I(J) = M(J) , ou encore l'application
est exacte. Il suffit donc de montrer que l'application de MA' dans NA' in- v i M - M(]) est surjective ; il existe donc b € M tel que VJQ =a ;
duite par l'inclusion de M dans N est injective. Mais FINNu'(M) =u'(FM) | si Db' est un autre élément de M tel que VJQ' =a,ona b =b+c,
signifie ENHM = El\—/l et il suffit d'appliquer le corollaire 2 & la proposition : avec ¢ € Ker vJIM ; on en déduit que l'élément A ®b - A®Db' de
H ]"l .
2.3. Al ®A M appartient & mP ®A Ker _\[J‘M , donc au novau de la projection
canonique de A' ®A M sur N . Il est alors clair qu'il existe une applica-
2.7. Donnons, pour terminer ce paragraphe, une description de MA' lorsque tion A'-linéaire ei i : Mi(J) - N et une seule telle que ei j(p—]x®g) soit
l'action de V sur le Dk—module M est surjective : l'image de ')\®AQ (e A ®AM) dans N .
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On voit tout de suite que les 'Bi . sont compatibles avec les fléches du
, :
diagramme "BI (M) ; on en déduit donc une application
e
9 : ly_n.l}le(l\/[) = MA‘ - N .

Comme le composé de la fléche canonique 8' de A' ®A M dans MA'
avec B0 n'est autre que la projection canonique de A' ®A M sur N , on voit

que le noyau de ©0' est contenu dans N'

Pour montrer que le noyau de ©' contient N' , il suffit de vérifier que-
j-1 i
si j=1, X\ €mwP et a € KerleM , alors 1'élément 1 ®a de A'® M
appartient au noyau de 8' . Mais cet élément provient, par une fléche du dia-
j-1
gramme J5; (M) , de 1'étément A®a de mP 2, M = M(?)l Ce dernier
e . P
s'envoie, par une fléche de Jf (M), sur 1'élément p_J)\®vJ(§_) de
-1 . : e : . .
p P e M(J) = M(],) . Comme a € KerV'| . , ona V@ = Va =0,
A j-1 M
p -Jje
d'oll N' < Ker 6'
Enfin le fait que VM = M implique que toutes les applications v, du

i,]
diagramme "BI' (M) sont toutes surjectives et la surjectivité de ©8' en résulte
e
trés facilement.

§3.- Relévement des covecteurs (suite).

On conserve les hypothéses et les notations du paragraphe précédent, Pour
tout k-anneau R linéairement topologisé, séparé et complet, on note

C (R) le A'-module topologique (CW, (R))

Wk,A’ kA

3.1. Rappelons (cf. n°II.5.1) que l'on a appelé anneau p-adigque tout anneau

8§ linéairement topologisé, séparé et complet, dont la topologie est la topologie

p-adique, tel que p n'est pas diviseur de 0 . On appelle A'-anneau p-adique

tout A'-anneau topologique qui est un anneau p-adique. Il est clair que l'inclu-
sion de A dans A' permet de considérer tout A'-anneau p-adique comme un

A-anneau p-adique.

Pour tout A'-anneau p-adique § , on pose Sk = S®A, k =8mg et

SK = 8®A, K' = S®A K ; on identifie § & un sous-anneau de SK de maniére

évidente. On note P'(8) le sous-A'-module de SK engendré par les éléments
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de la forme p~n§pn , avec n € IN , a € ms ; pour n suffisamment grand,
on a p_na“pn € 8, pour tout & € m§& ; on en déduit que P'(§ est un sous-
A'-module fermé de SK vérifiant mg < P'(8) < n’s (rappelons que

Vv =rrlr'1eiﬂr§{pn—ne] ; en particulier, P'(8 =m& si e <p-1).

Soit & un A'-anneau p-adique. On a défini au n°II.5.1 une application
A-linéaire Acontin:e v?zs ;CWA(S) - SK .S a-= (...,é_n,...,é_l,éo) € CWA(S) ,
alors \K/S(g) = n}g p_négn . On voit que l'homomorphisme canonique de CWA(S)
dans CWA(S/mS) = CWk(Sk) est surjectif et que son noyau est le sous-A-mo-

dule fermé CWA(mS) de CWA(S) formé des éléments dont toutes les compo-
santes sont dans m& ; 1l'image de CWA(mS) par VTJS est contenue dans P'(8)
et, par passage aux quotients, on en déduit une application A-linéaire continue
de CWk(gk) dans SK/P'(S) ; d'old, par extension des scalaires, une applica-

tion A'-linéaire continue

Wy A'®, cwk(sk) - SK/P'(S)

LEMME 3.1.- Soit M = CWk(Sk) . Le novau de w’S contient le sous-A'-mo-

» j ot
dule M' = j§0 Im(m® 2, Ker v 1lM)

de A'® M

Démonstration : il suffit de montrer que, si j est un entier =0 , si
j . j+1
» €mP et si b € Ker yJ |I\/I , on a w'g()\@@) =0 . On voit que b s'écrit

sous la forme (...,0,...,0,b .,....,b ,,b.) :si b est un reldvement de b
-j -1"70 -n -n

dans & , on voit que w'g()\®g) est 1'image, dans SK/P'(S) de
j o

n
B = Zop n)\by_)n . Soit 1™ wune uniformisante de A' ; on peut écrire A = um ,
n= ; j
j _ j-n n
avec u €A . Onaalors B=p Lp @ b n)p € P'(9 , don
n=0 -
w.(A®Db) = 0
S
s ] j+1
Le sous-A'-module M' , qui est aussi 2 Irn(mp ®A Ker V lM) , est fer-
) j=0
mé dans A' ®AM (cf. rem. 1 du n®2.7) et l'application W'S induit, par pas-

sage au quotient, une application A'-linéaire continue

W"é : (A’8>A M)/M' - SK/P'(S)

Il est clair que le D, -module M = CWk(Sk) vérifie VM = M . 1l résulte

k
donc de la proposition 2.5 que l'application canonique de A' ®A M dans MA'
induit, par passage au quotient, un isomorphisme ¢ de (A ®AM)/M' sur
MA' . On obtient alors une application A'-linéaire continue
_ " (_1) . \ 1
Wg = Wyo o : cwk,A.(sk) 8,/P'(8)
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I1 est immédiat que l'application Wg est une transformation naturelle au
sens suivant : soit § : § - & un morphisme de A'-anneaux p-adiques ; soit

41k : Sk - 8;{ la fléeche déduite de | par extension des scalaires et soit

oW, (k) : C
. - 1 3 TRFA . : . - ' f\_
CWk(\\Jk) : CWk(gk) CWk(Sk) par fonctorialité ; soit llJK SK SK la fle

che déduite de | par extension des scalaires et soit $K : SK/P'(S) - SI'</P'(S')

(Sk) - CW (8!) la fleche déduite de

Wk,A' k,A" "k

la fléche déduite de WK par passage aux quotients (il est clair que
WK(P'(S)) c P'(8)) : alors le diagramme
We '
OW, 4(8) —E—8,/P'(9)
CWk,A'(wk) lllK
W
CWk,A'(gk) SK/P (g

est commutatif,

3.2. Pour tout A'-anneau spécial (cf. n°II.5.4) R , on pose

) =R®A,k=R/mR.

k
On identifie R & un sous-anneau de RK = R@AK = R@A, K' et RK a un
sous-anneau de éin (id.). On a défini P(R) comme étant le sous-A'-module

fermé de é;n formé des a tels que da € QA,(R) (en identifiant QA,(R) a
un sous-module de QK,(ézn) )

Soit P'(R) le sous-A'-module de éan engendré par les éléments de la

K

- n
forme p an ,avec n € N et B €mR ; c'est un sous-A'-module fermé de

v
P(R) , contenu dans R, et vérifiant mR < P'(R) C m R .

K
Soit R un A'-anneau spécial. On a défini au n° II.5.6 une application
A-linéaire continue V:IR : CWA(R) - P(R) . Ici encore l'homomorphisme canonique

de CWA(R) dans CWA(R/mR) = CWk(Rk) est surjectif et son noyau est le

sous-A-module fermé CWA(mR) de CWA(R) formé des éléments dont toutes les

~

composantes sont dans mR ; il est clair que l'image par WR de CWA(mR)
est contenue dans P'(R) et, par passage aux quotients, on en déduit une ap-
plication A-linéaire continue de CWk(Rk) dans P®R)/P'(R) ; d'ou, par exten-

sion des scalaires, une application A'-linéaire continue

wh @ A ®, CW (R,) — P®R)/P'(R)

kk

198

GROUPES FORMELS LISSES

Si M = CWk(Rk) , on voit, comme dans le cas des A'-anneaux p-adiques,

que le noyau de Wé, contient le sous-A'-module fermé

e j i+
M' = 2 ImmP ® Ker V’ ll
j=0 A

d'oll, par passage au quotient, une application A'-linéaire continue wé de

(A N M)/M' dans P(R)/P'(R)

M) de A®AM ;

Comme VM = M , la proposition 2.5 implique que l'application canonique
de A' ®A M dans MA' induit, par passage au quotient, un isomorphisme
de (A ®A1\/I)/M' sur MA' . D'ol une application A'-linéaire continue

wo = Wéoap(_l) : CWkIA,(Rk) — PR)/P'(R)

PROPOSITION 3.2.- Soit ® un A'-anneau spécial. L'application A'-linéaire

continue wo CWk A,(Rk) - P(R)/P'(R) est un isomorphisme.

Démonstration : choisissons un A-anneau spécial RO contenu dans R

qui reléeve Rk (i1 est clair qu'un tel anneau existe toujours : on se raméne au
cas ol R est local ; si 1l'on choisit des coordonnées, R s'identifie alors &

un anneau des séries formelles A" [[XI'X .,Xd]] a coefficients dans l'anneau

9o
A" des entiers d'une extension finie non ramifiée du corps des fractions de A';
si k" est le corps résiduel de A" , on peut prendre

Ry = Wk UX X,
A'® PR & P(R) ).

.,Xd]] ). On voit que A' ®A Rg s'identifie & R et

Posons N = P(.)’%O)/pR0 . L'isomorphisme

W&O : CWk(Rk) =M — P(&O)/pRO =N

défini au n° II.5.7 permet de munir, par transport de structure, N d'une struc-

ture de Dk—module topologique et WR induit un isomorphisme
0
W‘)iOIAn H MA' — NAI
Le Dk—module N , comme M , vérifie VN = N et NAI s'identifie

(prop. 2.5) au quotient de A’ ®A N par le sous-A'-module

i Im(mpJ ®A Ker MJHIN) . On voit que NA’ s'identifie aussi au quotient de
i=0
P(R) = A'®A P(RO) par le sous-A'-module N' de P(R)j engendré par
j _..n
Im(A' ®ApRO) = pR et les éléments de la forme L Eop nb?n , pour j € IN
n:

et les b n dans R (et od ™ est une uniformisante de A' ).

0
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Il est immédiat que N' c P'(R) et que WR' est le composé de l'isomor-

We A : MA' - NA‘ = P(R)/N' et de la projection canonique de

0
P(R)/N' sur P(R)/P'(R) . Tout revient donc & montrer que P'(R) < N' , ou en-

phisme

A

core & établir le lemme suivant :

n
LEMME 3.3.- Soit n € N et soit b € mg . Alors p "b° € N'

e N
. , , i
Démonstration : Ecrivons b sous la forme b = 2 bi , avec les
____________ l:l
b, € RO (o ™ est une uniformisante de A' ). On procéde par récurrence sur
n
i i-1
8 c'est clair si n =0 , car ‘I'\'bi € N' , donc a fortiori rrlbi =1 rrbi €N' ;

8 on vérifie facilement que

e n n-1 n-r i pr e ipn pn
(Zmb)? = T p" o ((rp)?) + TP p’
i=1 1 r=0 r i i=1 i
ol les qor sont des polynémes a coefficients dans % ; on a donc

-n p’ _ 03l p i \p e -nip” p"
p b =2 p ol(nb) )+ Lp m b
=0 r i i=1 i
on déduit facilement de l'hypothése de récurrence que la premiére somme est
_ n
dans N' ; enfin, pour tout i =1 , p rl(rrbi)p € N' donc, a fortiori,

-n ip" p" (i—l)n -n n
P ‘\prf =17 p.p (‘I’Tbi)p

3.3. L'isomorphisme WR que l'on vient de construire définit une transformation
naturelle : si ¥ : R - R' est un morphisme de A'-anneaux spéciaux, le dia-
gramme

R
) ——— P(R)/P'(R)

WRI

—P(R")/P'(R")

CWy (&

CW, () |

CWk,A' (RL)

k -

(ot toutes les fléches sont évidentes) est commutatif,

De méme, si R est un A'-anneau spécial, si 8§ est un A'-anneau p-
adique et si ® : R - § est un homomorphisme continu de A'-anneaux, le dia-

gramme

200

GROUPES FORMELS LISSES

WR/ |
CWk,A,(Rk) —— P(R)/P'(R)
CW, arley) l %

CW, (8

(o toutes les fléches sont encore évidentes) est commutatif,

Remarque : soit 8 un A'-anneau p-adique et soit P(S) le sous-A'-module de

Al ~
S engendré par les p 1’lbp , avec n €N, b € g . Il est clair que P(9)

K

contient P'(8) et que l'image de Wy est contenue dans P(8)/P'(3) . Dans

toute la suite de ce chapitre, on peut remplacer SK/P'(S) par P(8)/P'(8) sans

changer ni les démonstrations, ni les résultats.

On sait que P'(8 c m’s ; on pourrait de méme remplacer SK/P'(S) par
%K/m\)S et Wg par son composé avec la projection canonique de SK/P'(S)
sur SK/mvS ; en revanche si R est un A'-anneau spécial, il sera essentiel

de travailler avec P(R)/P'(R) et non avec P(R)/m"R) N P(R) (1'application
composée de wo avec la projection canonique de P(R)/P'(R) sur
P(R)/(m’R) N P(R) n'est un isomorphisme que si m’R = P'(R) , ce qui se produit

si et seulement si e < p-1).

§4.- Groupes formels lisses sur A

On conserve les hypothéses et les notations des deux paragraphes précé-

dents.

4.1, Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit

R son algébre affine. Soit G]< =G ®A' k sa fibre spéciale ; c'est un p-groupe

formel lisse et de dimension finie sur k dont l'algébre affine s'identifie a

R, = R®A'k et R est un A'-anneau spécial.

k

Notons A : R - R ®A,R (resp. Ak : Rk - ngk Rk) le coproduit relatif a
G (resp. Gk) ; il est clair que A reléve Ak . Nous notons encore A le
prolongement de A a é;n et, pour tout o € @Zn , nous posons

aa=a®1—ﬁa+1®a.

Notons WzliA,(G) le sous-A'-module de R;n formé des a € P(R) tels
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que BOLEP'(RéA,R) et MH,,(G) le quotient de MHy,(G) par P'R) (c'est

donc un sous-A'-module de P(R)/P'(R) ).

Posons enfin MA,(Gk) = (I\_/I(Gk))A, Il est clair que CWk(ﬂk) est un
Dk-module sans F-torsion. On sait que M(Gk) s'identifie a un sous—Dk—module
de CWk(Rk) . En outre, si a = (...,a_n,...,ao) EM(Gk) ﬂ_ECWk(Rk) , on voit

que l'image de a dans t"c";(k) est nulle et on en déduit (prop. 4.3 du chap.

0
III) que a € FM(G On a donc M(G,) ﬂ_ECWk(R = FM(G et il résulte

k) k k) k)
du corollaire 2 & la proposition 2.3 que l'application canonique de MA,(Gk)
dans CWk A‘(Rk) est injective. Nous l'utilisons pour identifier MA’(Gk) a un

sous-A'-module de CW (,) . Comme M(G

k,A ™k
MA'(G est fermé dans CW

k) est fermé dans CWk(Rk) ,

¥ poa®) o

PROPOSITION 4.1.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

A' et soit R son algébre affine. Soit Gk = G®A,k et R, = R@A,k .

k

1) Les A'-modules 7¥,,(G) = {a€P(R)|3a€P' R, ,R)} et

MHA,(G) = MHA,(G)/P'(R) ne dépendent que de la réduction modulo m

du coproduit relatif a G .

s

ii) La restriction de wo CWk,A‘ (Rk) - P(R)/P'(R) & MA'<Gk) induit un

isomorphisme du A'-module topologique MA'(Gk) sur MHA,(G)

Démonstration : il est clair que la premiére assertion résulte de la secon-

de. Montrons (ii).

Notons al 1'application Dk—linéaire continue de CWk(Rk). dans
cw, (R, 8 &) quia (..a_,..ay) associe

k
(cva_ 1,881 - (obya e ba)) + (18, 18a8)
et 3 l'application de P(R)/P'(R) dans P(RéAR)/P'(RéA, R) déduite, par pas-
sage aux quotients, de l'application 3 définie plus haut. Il est clair que le
diagramme 1
BA' ~

Wy, @) = CWy p ®y 8 &)

Yoo | ) IWR®A,R

PR)/P'(R) —— P(RE,R)/ P'(RS,,%)

est commutatif, On en déduit que WR induit, par restriction, un isomorphisme
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du noyau de al sur celui de 3 qui n'est autre que MHA'(Gk)

Al
n A én &
Pour tout entier n = 0 , soit C~ = ka(R ) = CWk(Rk ) . On a une
suite exacte de Dk—modules sans F-torsion
13t 2
0 — 1_\_/[(Gk) — C° — C
2 1.1 1 1 \ N es
Admettons que FC" N3 C =3 (EC") ; le corollaire 2 a la proposition 2.4
implique que la suite
1
o)
1 A 2

) est bien le noyau de al

est exacte et M _, (G I

A" Tk

Montrons donc que ECZ N alcl = al(fcl) . Pour cela, considérons le

P
complexe de Hochschild de G a valeurs dans CW On voit que le groupe

k k -
des n-cochames s'identifie 3 C" et que l'opérateur bord en degré 1 coinci-

A
de avec Bl . Comme CWk est injectif (th. 2 du §1 du chap. III), on a

A~ N
Hz(Gk’CWk) = Extl(Gk,CWk) = 0 . Soit alors a € cl tel que Bl_a_ = Fb ,
avec b € C2 ; 11 est clair que alg est une 2-cochafne symétrique, et on en
déduit que b aussi ; on a E(BZQ) = BZ(EQ) = azalg =0 , donc BZQ =0,

. 1 1
puisque C2 est sans F-torsion ; il existe donc a' € C tel que b = 3 a'

et on voit que alg = Fb = _E(alg') = al(Eg') € al(FCl) , d'ol le résultat.

4.2. Conservons les hypothéses et les notations du n° précédent et posons

M = M(G,) ; on adonc M, = M_(G,)

k A' ATk

Notons SA,(G) l'ensemble des o € P(R) tels que ada = 0 . Il est clair
gque c'est un sous-A'-module de WzHA,(G) . Notons p(G) l'application composée

proj. can iso. can

inclusion . . .
RCSIOn L my,(G) B COR s v (G) 520

£..(G) A

L'image par p(G) de mSA,(G) est contenue dans mMA, , lui-méme con-
tenu, avec les notations du n° 2.4, dans MA,[l] puisque (cor. 1l & la prop.
2.3) MA,/MA,[I ] est tué par m . Par passage aux quotients, p(G) induit
donc une application k-linéaire de SA,(G)/mSA,(G) dans MA'/MA' [1] ; en
composant avec l'isomorphisme canonique de MA'/MA‘ [1] sur M/_F_M (cor. 1

a la prop. 2.3), on obtient une application k-linéaire

p(Q) ,(G)/mJ:A,(G) — M/IM .

:£A
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PROPOSITION 4.2.- Soit G wun p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

A' . Posons M = M(G) , £=§,,(G) et o = p(G) . Alors

i) 1'application 7 : &m& - M/FM est un isomorphisme de k-espaces

vectoriels ;

ii) le A'-module & est libre de rang fini.

Démonstration : remarquons d'abord que la deuxiéme assertion résulte faci-

lement de la premiére. Soit, en effet, Ret "la sous-algébre étale maximale de
® ", i.e. l'algébre affine du quotient Get de G par sa composante neutre.

®Yh = 0 et que ﬁ n"P(R) = PRSY
déduit que nﬁomné‘, = 0 . D'autre part, la premiér?e:%ssertion montre que &/m&

On vérifie aisément que &N P(R On en
est un k-espace vectoriel de dimension finie égale & celle de M/FM , i.e. &
la dimension d de G . Comme & est un sous-A'-module de P(R) , il est

sans torsion, et &£ est un A'-module libre de rang d .

Posons p = p(G) et N = CWk(Rk) ; on a donc CW (R,) = N

k,A'" 7k A'
Reprenons les notations du §2. On voit facilement que, pour tout (i,j) € Ie ,

1'image de l'application

(j) can. N W

i A’

P(R)/P'(R)

i s .
est contenue dans (mP LP(R)-l-P,'(R))/T"'(u’\’,) . On en déduit que l'image par Wa

de N, [1] est contenue dans (mP(R) + P'(R))/P'(R) , donc dans (mP(R))/P'(R)

puisque P'(R) < mP(R)

Soit o € £ tel que p(a) € MA,[l] . Il est clair que MA,[I] c NA,[l]
et on en déduit que l'image de o dans P(R)/P'(R) est contenue dans
(mP®R))/P'(R) . Si ™ est une uniformisante de A' , on peut donc écrire
a=mB avec B € PR ;ona mB =23MmB) =3x=0, donc 3B =0 puisque
P(RéA,R) est sans torsion. Donc B € £ et o = 1B € mf , ce qui prouve que
est injective.

el

Posons alors § = RéA,R et considérons le complexe de Hochschild de G

a valeurs dans le complété formel du groupe additif sur A' . Pour tout entier
R R R@“

> 0 , le groupe des n-cochafnes s'identifie a C

n
+

Cl =R , Cz = 8 ). Soit an : Cn - Cn 1 l'opérateur bord ; il est clair que

d

+ +
Yme™) < an+1 et que l'application de (32 = c"/mc"  dans C; . ct l/m(‘l

n . ~
induite par 3 , par passage aux quotients, n'est autre que l'opérateur bord en

(en particulier,
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degré n de la cohomologie de Hochschild de Gk a valeurs dans le complé-

té formel du groupe additif sur k ; nous le notons encore an

, , n n n+1 N
En outre, l'application 3 : C - C se prolonge, de maniére unique,

+
en une application A'-linéaire continue de P(Cn) dans P(Cn 1

+1
tons encore Bn ; on voit que o oan =0 et que al : P(R) - P(S) n'est

) , gue nous no-

autre que l'application 3

Enfin, nous notons encore p l'application

proj. can, iso. can.

M ¥, (G)

MA‘

LEMME 4.3.- Soit o' € P'(8) un tenseur symétrique vérifiant BZOL' =0.1

existe Yy € MY, (G) vérifiant p(y) € M,, [1] tel que »3y= o

Commengons par montrer comment la surjectivité de § se déduit du lem-
me : comme l'application

proj.

iso. can.
——————————e

¥, (G) M M/EM

A My /My, (1]

est surjective, il suffit de vérifier que si a € MH¥,,(G) , il existe vy € MY, (G)
vérifiant p(y) € MA,[l] tel que a-vy € £, i.e. tel que da = 3y . Il suffit

d'appliquer le lemme & a' = da .

Avant de démontrer le lemme, commengons par introduire quelques notations :

soit I 1'ensemble des (s+1)-uples d'entiers rationnels i = (io,il,...,is)
vérifiant
10 =1,
i, —e+pj—pj_151.si, , pour 1 <j<s
j-1 j j-1
Pour tout i € I , soit P(-l')(s) le sous-ensemble de 8, = 8 ®, K for-
: i,
mé des sommes finies d'éléments de la forme )\apj ,avec 0<j<s , X €m?
et a € 8 ; il est clair que c'est un sous-A'-module de SK . On voit en outre
B que si 1 = (iO,...,iS) et i' = (ib,...,i's) sont deux éléments de I véri=
fiant i < i, pour tout j , alors PU)(g) c p (g
.. ) j j-1
B que si 1]_ = 1],_1 —e+p] - p] , pour tout j = 1 , alors
ij = (io—l) +pl -je , pour tout j , et, par conséquent,
; in-1
(g =m0 pr(9)
m et que de ces deux résultats on déduit que, pour tout i = (io,.. ,1S) €1,
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1)

in-1
ona P-(8) cm 0 P'(8) ; en particulier les P

P'(8)

(l_)(S) sont contenus dans
Le lemme 4.3 va résulter du lemme suivant :
LEMME 4.4,- Soit i = (10,...,15) €1 .

i) Soit r le plus petit entier = 0 vérifiant ir =1 et soit

i=1i =1 . Posons
r g @ —=
ij, our 0<j=<r-1,

. j r . .
i+1+p -p -(j-rfe , pour r<j<s

Alors 1i' = (10,11,...,15) €T .

P(l—)(s) tel que azon' =0 .
in-1
Il existe y €m 0 W(HA,(G) vérifiant p(y) € MA' [1] tel que

ii) Soit o' un tenseur symétrique de

o -ay € pE)(g)
Commengons par montrer comment le lemme 4.4 implique le lemme 4.3
; s+1
munissons I de l'ordre induit par l'ordre lexicographique sur Z

.0 ;
On a o € P(g = P(l—)(s) , avec i_o = (1,...,p -je,....,p -se) € I, et

le lemme 4.4 montre que l'on peut trouver une suite strictement croissante

[P PR P L
d'éléments de 1 et des éléments \SRACYIIIVA MuPee de MmH,,(G) vérifiant
-1
oly,) € M, [1] et v, € m 0 MY, (G) , tels que
(_1_n+l) , .,n _ ,n .n .n) )
o - 3(Y1+Y2 +,,,+yn) € P (8) (on a posé i = (10,11,...,1S .

N . . . .
On voit que le fait que la suite des 1 soit strictement croissante im-
plique que la suite des 18 tend vers l'infini avec n . Comme les A'-modules

MA' , MHA,(G) et 7M¥#,,(G) sont visiblement séparés et complets pour la to-

pologie m-adique, et comme toutes les applications qui interviennent sont conti-

nues, on voit que la série de terme général Yn converge dans Wz}iA,(G) et
@

que o' -3 Ly ) =0 ; comme MA‘[l] est un sous-A'-module fermé de
=1 n

M,, , ona p(Zy) = Ep(yn) € MA,[I] , d'od le lemme 4.3.

Al
Il reste & démontrer le lemme 4.4. La premidre assertion se vérifie sans

difficulté. Prouvons la seconde : )

t
on voit que toute somme finie de la forme Z)‘tB’? , avec les Xt dans
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A' , les Bt dans 8§ et les r,C des entiers =r , est congrue modulo m& a
la puissance pr—iéme d'un élément de § . On en déduit que, si m est une

uniformisante de A' , on peut écrire o' sous la forme

. T
a' =TTpr + Bl

’

N j

ol B € 8§ etou Bl est une somme finie de termes de la forme (B')p ,
avec B' € § et oubien j <r et i' =21, , oubien j=r et i' >i ; en
particulier on voit que ‘Bl € P(l_)(g) ; en outre les 1i' vérifient tous i' > i
et 1-r_181 € ms .
-i of - 2, -i 2,.p" 2, -i
On a alors m o = B +n By et 0 =3"(ma) =23%(8") +3"(m Bl)
Soit B 1l'image de B dans Sk = 3/mg = C}i Comme n—IBl € mg = mc2 ,

3 et Bz(Bpr) =0 . Il est clair que BZ(EP) = (82(3))p

et, comme l'anneau Ci est réduit, on a azfa =0 .

on a Bz(ﬂ_iﬁl) € mC

Posons b_ =8 etsoit b l'élément (..,0,..0,b ) de CW,(5) . Le
groupe C’V\’k(gk) s'identifie au groupe des 2-cochafhes du complexe de
Hochschild de Gk 4 valeurs dans C/\7v'k . Si 1l'on note encore az 1'opérateur
bord en degré 2 de ce complexe, on voit que azb_r = 0 implique que

3%p =0 .

r

Mais o' est un tenseur symétrique et il en est de méme de Bp donc

aussi de b = 8 ; on voit donc que b est un 2-cocycle symétrique. Comme
2 A~ ) ) o 3 A\

Hs(Gk’CWk) =0 , il existe un élément ¢ = (...,c_n,...,co) € ka(Rk) tel que

alg = Q . |

Si 1'on note ¢' le covecteur

c' = (""C-n+r""'CO’0"”’0)
(ol g est la composante d'indice -r ), on voit que
alg' = (...,0,...,0,b b

e Popyp e By

ou les b_j , pour 0 =j <r-1, sont des éléments convenables de Sk .

Choisissons pour tout n un reldvement ¢ n de ¢ n dans R , et,

pour 0 <j <r-1, un relévement 5, de b . dans & . Si l'on pose
-n-r ph+r - -
¢

T, + onvoit que y' estun élément de P(R) vérifiant

)3
[— p
Y n=0

_ r r=1 _i.5)
3y = p gh” 4 ‘zop ]b?j (mod P'(8))
j=
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ri
Posons vy =pmy' ; on a

N r-1 s i) ;
dy = L S Jnlbpj (mod pm P'(8))
j=0 -

(i)
Finalement, on peut écrire o' -3y = Bl + BZ + 63 , avec Bl € P="(8) ,
-1 L. . .
B, = rE pr-lﬁlﬁp] et B3 € prmlP'(S) . Montrons que BZ et 53 sont aussi
2 ‘=0 -j
)]

dans P*’(9)

m pour B il suffit de vérifier que 1+ (r-j)e = i; = ij , pour 0 <j<r-1,

2 ’
ce qui ne présente pas de difficultés ;
j
. p
B on voit que 83 est somme finie d'éléments de la forme B , avec
i+retpl-je

Br €8 , 0<j<s et N Em ; il suffit donc de vérifier que,

pour 0<j<s ,ona it (r-j)e + p] > i' , ce qui ne présente pas, non plus,

)]
de. difficultés.
in-1

(‘i‘l)(S) . Il reste a vérifier que v €m 0 my, , (G)

On a donc o' -3y € P
et que opl(y) € MA.[l]

r

g posons YY" = rrpry' . On voit que vy" € mP P(R) c P(R) et que
. I‘—jA j

> op® b J.)p (mod P'(8)) , donc que V" € MHA,(G) ;
=0 -

i-p’ i+re-p', A Tirg
on en déduit que y =pm Py e m e pmuA.(G) . Des inégalités

.o T r-1
dy" = p TP eP o+ .

i, = i,
Y -1
i+re - pr > iO -1, et vy appartient bien @ m muA,(G)

g Enfin, comme 3dc =b = (""0""’0’b—r) ,ona d3WVg) =V(x) =Vb =0 et

—_ T T - + M
Ve = (""C—n-l""’c—l) € I\_/I(Gk) =M .Ona i-ezp -(r l)e(Hj;c e
est un objet du diagramme Jbp (M) . Si 1l'on identifie (M )a M , on
-1 i e Lo, r+1
peut considérer p 11'[1 ® Vc comme un élément de M, ; comme

i-e
r+1
r+1 = 1 , l'image de I\/Ii_e) dans MA' est contenue dans MA' [1] . 1

suffit alors pour terminer la démonstration de vérifier que p(y) est égal a

l'image de p_lnl ® Vc dans MA'

4.3, Soit M un Dk—module sans FP-torsion, soit &£ un A'-module et soit

p: &~ MA' une application A'-linéaire. Comme MA'/MA' [1] est canonique-
ment isomorphe & M/EM (cor. 1 & la prop. 2.3), le noyau de l'application

composée
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0 proj. iso. can.
—_—
£ M,, M, /My, [1] M/FM

contient m£ et nous notons p l'application k-linéaire de &/m§& dans M/EM

induite par passage au quotient.
Notons /\i, la catégorie dont les objets sont les triplets (&, M,p)

@ o0 M estun Dk—module profini sans F-torsion tel que le quotient M/FM

est un espace vectoriel de dimension finie sur k

1

B ot &£ est un A'-module libre de rang fini,

B ol p est une application A'-linéaire de £ dans MA' telle que l'appli-
cation k-linéaire p : £/mf - M/FM soit un isomorphisme.

Un morphisme u : (£,M,p) = (£',M',p') de la catégorie /\2 est un cou-

Al
ple (u£,uM) formé d'une application A'-linéaire ug £ - £ et d'une appli-
cation Dk—linéaire continue Upp ¢ M - M' telles que le diagramme
u
S £I

£
pi p'l
u
M,A' '
My, ——5 M,

(od l'on a posé = (u, )

Upn A U ar ) soit commutatif.

Il est clair que /\‘Z, est une catégorie additive.

La proposition 6.1 du chapitre III et la proposition 4.2 montrent que, si
G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' , le triplet

uﬁ‘,l\/IA,(G) = (£A,(G),l\_/I(Gk),p(G)) est un objet de /\X,

Soit maintenant f : G' - G un morphisme de p-groupes formels lisses et
de dimension finie sur A' . Par extension des scalaires, f induit un morphis-
me fk : G]'( - Gk des fibres spéciales, donc une application Dk—linéaire conti-
nue I\_/I(fk) : 1\_/I(Gk) - 1\_/I(G]'<) . Soit, d'autre part, R (resp. R') l'algébre affine
de G (resp. G') ; le morphisme f induit un homomorphisme continu

f* : R = R' qui se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme continu

fl"é : ﬁzn - (R');n . Il est clair que f;é‘ envoie P(R) dans PR') et <£(G)
dans £(G') . Si l'on note £(f) la restriction de fi’z a &£(G) , on vérifie

sans difficultés que le couple (£(f),1\_/[(fk)) est un morphisme de la catégorie

AA‘ , i.e. que le diagramme

209



GROUPES p-DIVISIBLES

f).
s@ —H L gy
D(G)l p(GY) 1

(M(£)) 5.
— k A ]

1\_/I(Gk) M(Gk)

est commutatif,
Ceci permet de considérer SMA, comme un foncteur contravariant de la

catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A' dans /\e

AT

On voit facilement que ce foncteur est additif.

4.4, Nous allons maintenant associer a tout objet (&,M,p) de l\ﬁ, un

foncteur covariant G de la catégorie des A'-anneaux p-adiques dans

(£, M,p)
celle des groupes abéliens , en généralisant la construction faite au n° 1.3 dans

le cas e =1

Soit 8§ wun tel anneau (nous renvoyons au §3 pour la définition de &, ,

K
P'(8) , & et de l'application wg CWk,A'(Sk) - SK/P ()

® nous notons NS(S) (resp. Ng(s)) le groupe HomA,(£,SK) (resp.
HomA,(JZ,SK/P'(S)) des applications A'-linéaires de £ dans &

SK/P'(S) ;

K (resp. dans

cont(
Dy
linéaires continues de M dans CWk(S

B nous notons GM(S) le groupe Hom M,CWk(S )) des applications D, -

k k
k);

. ¢ g 0 N
@ nous notons cpp l'application de GM(S) dans NJ:(S) qui & u € GM(S)

associe Wg° uA,op ; il est clair que cpp est un homomorphismes de grou-
pes ;

_ £ o ez N

2 enfin nous notons G(,S:,M,p)(g) le produit fibré N£(S) XN?:(S)GM(S) , ou le
morphisme de NS(S) dans Ng(s) est celui qui provient de la projection

canonique de &, sur SK/P'(s) et celui de G, (8) dans NO(S) est o

K M ¢ >
Autrement dit un élément de G(&,M,p)(g) est un couple (u£,uM) ol
ug £ - SK est une application A'-linéaire, Uy M - CWk(Sk) est une

application Dk—linéaire continue, tel que le diagramme

£
K proj.
p l T 8/P'(9)
w

s
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est commutatif.

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en & . On voit
qu'elles sont aussi fonctorielles en (&£,M,p) , i.e. que tout morphisme
u: (£,M,p) - (£,M',p") induit, de maniére évidente, un morphisme de fonc-

teurs en groupes de G dans G

(£, M',p) (£, M,p)

4.5, Dans toute la suite de ce chapitre, nous notons: t le plus grand entier

[\

t n
tel que p -te < p -ne , pour tout entier n 0 (on a donc t=s si

-1 + +1
ps—pS <e<pS l—ps, t=s+1 si e=ps —pS ; en particulier

t=0 si 1 <e<p-1 e t=1 si e=p-1).

Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' ., Pour
tout A'-anneau p-adique § , notons G(8) le groupe des homomorphismes conti=
nus de R dans 8 et, pour tout entier r > 1 , G(mrs) l'ensemble des
x € G(8) tels que l'image par x de 1l'idéal d'augmentation de R est conte-
nue dans m's . Il est clair que les G(mrs) forment en fait une suite décrois-
sante de sous-groupes de G(8) et que G(8) est séparé et complet pour la
topologie définie par cette suite de sous-groupes, i.e. que G(8) s'identifie

canoniquement & lim G(8)/G(m'S)

Il est clair que G(mS) est le noyau de l'application canonique de G(8)
dans G(&/m8) = Gk(sk) . Comme G est lisse, cette application est surjective

et G(8)/G(m%) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en & et en G )

Si G est étale, on voit que G(mrs) =0, pour tout r =1 . On en dé-
duit que, si l'on note Gc la composante connexe de l'élément-neutre de G ,

C(mrS) , pour tout entier r > 1

PROPOSITION 4.5.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

A' et soit 8 un A'-anneau p-adique. Pour tout entier r vérifiant 0<r<t ,

r r+1
le groupe G(mP 8)/GmP 8 est d'exposant p .

Démonstration : il est clair que 1l'on peut supposer G connexe. Soit d

sa dimension, soit R son algébre affine et soit Xl’XZ""’Xd des générateurs

de 1'idéal d'augmentation ; on a donc R = A‘[[Xl,...,Xd]J

b
Soit Ap t R oo R® , le p-iéme itéré du coproduit. Il est clair que chaque
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Ap(Xi) est une série formelle sans térme constant en les
1818..818 X], ® 1®...8& 1 et que c'est aussi un tenseur symétrique. On
en déduit immédiatement que l'on peut écrire Ap(Xi) = ai + bi , ou ai est un
tenseur obtenu par symétrisation d'un tenseur qui est une série formelle sans
terme constant et ol bi ne contient pas de terme de degré < p par rapport
a4 l'ensemble. des variables.

Si l'on note m 1l'endomorphisme de §& qui définit la multiplication par

p , on en déduit que 'q(Xi) = pa; + b , ol a! = a (Xl""’xd) et

1
i i
b‘i = bi(X X ) sont des séries formelles sans terme constant et ol bi ne

1o Xy
contient pas de terme de degré < p .

r
Soit x € GmP 8) , soit v = px et soit, pour 1 <i <d , x, = X(Xi) ,

y, = v(Y,) . On a

y, = pai(Xl,...,xd) + bi(Xl"“’Xd)

On voit que

r r+1
' PYPag = P
bi(xl""’xd) € mP) s m s
et que )
. etp’ "
pai(xl,...,xd) €m S Cm s,

N r+1 prtl
puisque r < t-1 1implique p -p <e . On a donc vy €m S , pour

tout i , d'od le résultat.

4.6. Conservons les hypothéses et les notations du numéro précédent et soit

(£.M,p) = EM,,(G)

Soit x € G(8) .: c'est un homomorphisme continu de ® dans § et il

N . . . ~an
se prolonge de maniére unique en un homomorphisme continu de RK dans SK;

par restriction & &£ , on obtient une application A'-linéaire X£ VIR SK , l.e.
un élément du groupe NS(S) défini au numéro précédent.

Notons cpé(s) : G(g) - NS(S) l'application qui & x associe Xg Pour
tout o € £, da = 0 , par conséquent Aa = a®1 + 180 et on en déduit que

cpé(g) est un homomorphisme de groupes. En outre il est clair que ch(S) est
fonctorielle en 8 et en G .

Enfin, nous notons N;(S) le groupe des applications A'-linéaires de £
t 1 0
dans mP'g ., Ona NLS§) &N

< S(S)CNs(S) .81 t=0, i.e. si e <p-1,
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ona P'(8) =m8& et N_(3 = N.(8)

PROPOSITION 4.6.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

t
A' et soit & un A'-anneau p-adique. Si x € GmP'8) , alors

£ , . . .
ch(S) induit, par restriction, un iso-

) _ 1 o
CDG(S)(X) = xg € NS(S) et 1'application

t
morphisme de G(mP'8) sur N;:

(8)
Démonstration : il est clair que 1'inclusion de Gc dans G induit un
t t
isomorphisme de J:A,(G) sur £A,(Gc) . Comme GmP g = G°@PS) , on voit
que l'on peut supposer G connexe.
On voit que tout élément o de P(R) peut s'écrire (de maniére non uni-

que) sous la forme

o = eilni( % p_napn ) ,
i=0 n=0 -n,1

ol m est une uniformisante de A' et od les O“—n,i €ER .

Soit onl,az,...,ond une base de &£ sur A' et écrivons chaque onj sous
la forme

o =B Bl )

7 i=0 \n=0 -n.l
avec les a(j) . ER .

-n,i

Il résulte facilement du fait que 3(G) : £&m& - M/TM est un isomorphis-
me que, si l'on pose XJ, = ag’)o , alors Xl’Xz"“’Xd formem.t un systéme de
coordonnées pour R , i.e. R = A' [[Xl'XZ'“"Xd]] et les 0,(_]3.  sont des sé-
ries formell.es en les XJ_, a coefficients dans A' . On voit que, quitte & chan-
ger les OL(()J,)I , on peut supposer que les X]. sont dans 1'idéal d'augmentation.

On doit alors avoir «,(0,0,...,0) = 0 et on en déduit facilement que l'on peut

L (1) ) s
choisir les oc_n i pour que ce soit des séries formelles sans terme constant

2

. . . n
(si a(_JI)] . ai]r)x i(O,...,O) , il suffit de remplacer chaque Z)p_n(oc(_]r)1 i)p , qui
est 1'image par VGR du covecteur oti(]) = (...,OL(_Jr)l i""'aé)])i) € CW(R) , par
~ . (j) (3) () ! !
w (o ~(aly gt ) ).
LEMME 4.7.- Soit r un entier = plE et soit bl’bz’“"bd des éléments de
m's . Alors, pour 1 <j <d ,

_ r+1
G.j(bl,bz,...,bd) = b]. (mod m" " 8)

Démonstration du lemme : fixons l'entier j et posons
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_— iculi b =b Comme

b—n,i = cx_nli(bl,bz,...,bd) (en particulier, on a 0.0 I ).

j r
OL(J) '(Xl'XZ""’Xd) est une série formelle sans terme constant, b_n i eEms ;

_n l ’

' n n ) n ) n
-n i-ne+r

on a donc bI_)rl i € nP g et nlp bI_Drl i €m P g8 . On a

+ . P
i—ne+rpn = r+i+r(pn—1) -ne = r+i+(pn t—pt—ne) . Il suffit de vérifier que

i+(pn+t—pt—ne) >1, sauf si i =n =0, ce qui ne présente pas de difficulté.

Fin de la démonstration de la proposition : pour tout entier r > 1 , l'ap-

plication qui & x € G(mrs) associe le d-uple (al,az,...,ad) . avec  a =x(Xj) ,

d , ,
définit une bijection entre G(mrS) et Mm@ , et l'on voit que
XL(OL).) = Otj(al,az,...,ad)
t . .
En appliquant le lemme pour r = p et b]. = aj , on voit que si
t 1
x € GmP 8) , on a bien Xy € NL(S)

t t N
Comme GmP 8) = lim G(mP S)/G(mrg) , il suffit, pour démontrer la deuxié-
me assertion de vérifier que, étant donné un d-uple (al,az,...,ad) d'éltéments
t 2 2
de mP g , il existe, pour tout entier positif r , un élément x_€ GmP g ,

r+1

r+1
uniquement déterminé modulo G(m ~8) tel que xr(onj) = a]. (mod m" "8) , pour

tout j
On procéde par récurrence sur r

t
B c'est clair si r < p
t

r
B Supposons r = pJE et soit X1 € G(mp 8) tel que xr_l(qj) = a]. (mod m 8) ,
pour tout j . Posons x 1(OL].) = a]. - bj . L'élément X cherché doit étre
—
r
de la forme X =X l+y , avec y € G(mg) . Comme

+18) . Le

-

r

(x 1+y)(<1.) =x \l(aj) + y(ocj) , on doit avoir y(onj) = bj (mod m
r— - r+1

lemme montre que pour cela il faut et il suffit que y(X].) = b], (modm °8) ,
ce qui montre l'existence et l'unicité de vy , donc aussi de Xr , modulo

G s

COROLLAIRE. - Sous les hypoth&ses de la proposition 4.5,

t
i) le groupe GmP 8) est sans torsion ;

i1) le sous-groupe de torsion Gtor(mS) de G(m8) est le novau de la

. t
restriction de q)é(g) a4 G(m8) et son exposant divise p ;
£
iii) le sous-groupe de torsion Gtor(g) de G(8) est le noyau de ch(S)
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Démonstration :

torsion,

Comme NS(S) est sans torsion, Gtor(ms) est contenu dans le noyau de

la restriction de cpé(s) . Réciproquement, soit x € G(mg) tel que Xo = 0. 11
t
résulte de la proposition 4.4 que ptx € GmP'8) ; comme (ptx)§5 = ptx£ =0,

ona px =0, dou l'assertion ii).

On voit de méme que Gtor(g) c ker cpé(s) . Réciproquement, soit

X € ker cpé(s) , i.e. tel que x_, =0 . Comme G(8)/G(mg) est isomorphe &

£
Gk(Sk) qui est un groupe de p-torsion, il existe un entier i tel que
. i 3 1 +'
plx € G(m8) . Comme (plx)£ = plx£ =0, on a pt(plx) = pi£ 'x =0 et
x € Gtor(g)

4.7. Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A . Notons
Gf le foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux p-adiques qui, &
tout A'-anneau p-adique & , associe le groupe Gf(S) = G(8) . La correspon-
dance G P Gf peut étre considérée, de maniére évidente, comme un foncteur
covariant additif de la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension
finie sur A' dans celle des foncteurs en groupes sur les A'-anneaux p-adiques.
On voit facilement que ce foncteur est pleinement fidéle et nous l'utilisons pour

identifier la premiére de ces catégories & une sous-catégorie pleine de la secon-
. . P . f
de. Autrement dit, dans la suite nous écrivons G au lieu de G .

Pour tout p-groupe formel lisse et de dimension finie G sur A' , si

(£, M,p) = £MA,(G) , nous posons G = G Nous nous proposons de

(£.M,p)
construire deux morphismes de foncteurs en groupes

: G -G et : G~ G

®q Vg

_ t _ ot
tels que ﬂJGoch =p -1dG et Pq° QJG p '1dC_; .
Soit § wun A'-anneau p-adique. On a défini au numéro précédent un ho-

momorphisme cpé(g) : G(8) - N£(S) . Si maintenant x € G(8) , notons X, son

image dans G, (8, ) = G(8)/Gmg) . On sait (prop. 6.2 du chap. III) que le grou-

k' Sk
pe Gk(gk) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en § ) au groupe

cont _ . s
HomDk (M,CWk(Sk)) = GM(S) ; notons X0 1'image de Xy dans GM(S)
(rappelons que X\ est la restriction & M de CWk(Xk) : CWk(Rk) - CWk(Sk) ).

215



GROUPES p-DIVISIBLES

L'application cpl\é(g) : G(S) - GM(S) dui a4 x associe Xy st un homomor-

phisme de groupes.

PROPOSITION 4.8.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur

A' et soit (& M,p) = EM_,(G) . Soit § wun A'-anneau p-adique. Pour tout

x € G(8) 1'élément ch(S)(x) =(X£,XM) de Nj:(g)XGM(g) appartient & G(8)

L'application ch(S) : G(8) - G(8) ainsi définie est un homomorphisme de grou-

pes, fonctoriel en & ; son novau est le sous-groupe de torsion Gtor(mg) de
G(m8)
Démonstration : dire que (X‘S,XM) € (E(S) revient & dire que le diagram-
me
*g
p l 8/P'(8)
b'e
M,A' w
A CWk,A'(gk) 8

est commutatif, ce qui résulte immédiatement des définitions.

Le fait que (8) est un homomorphisme de groupes (fonctoriel en &)

®
G
résulte de ce que les applications wé(g) et cpl(\;/l(s) sont toutes les deux des

homomorphismes de groupes (fonctoriels en & ).

(8) est formé des x € G(8) tels que x, =0 et

Enfin, le noyau de g

G
XM = 0 . La deuxiéme condition est équivalente a Xk =0
Le corollaire & la proposition 4.6 montre alors que X£ = 0 équivaut a

x € Gtor(mg)

:soit u = (u.,u,.) € G(S) . Soit

¢G ' £'M
Uy € Gk(Sk) 1'image de uy, par 1'isomorphisme canonique de GM(S) sur

Construisons maintenant

Gk(gk) . Choisissons un élément x de G(8 qui reléve wy (un tel élément
existe toujours car G est lisse). Si ch(S)(x) = (X£'XM) , on voit que
Xy = Uy, et que Xo = ug (mod P'(8)) (i.e. qui pour tout a € & ,
Xo (o) = us(on) (mod P'(8)) ) puisque (XS:,XM) € G(9)
On a (ptx)£ = ptx£ , donc (ptx)s = ptu£ (mod ptP'(S)) , d'ol on déduit
t ot pi-te
que (p x)£ = pug (mod m"~ & puisque P'($) Cm $ . Autrement dit
(ptx)s - ptu£ € N;(S) et, d'aprés la proposition 4.6, il existe un élément
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t
v € GmP 8) et un seul tel que = (ptx)£ - ptus . Si l'on pose z = ptx—y ,

Ve

. t t
on voit que =z, = (pX)S-Y£=pU£ .

£
PROPOSITION 4.9.- Avec les hypothéses et les notations qui précédent, 1'élé=

ment z € G(8) ne dépend pas du choix du relévement x de Up - L'applica-
(8 : G(3) -~ G(8) quia u-=(

tion \\JG us,uM) associe 2z est un homomorphis-
me de groupes, fonctoriel en 8 . On a llJG(S)och(S) = pt.idG(S) et
— t 3
ch(g)o QJG(S) =p -1dg(g)
Démonstration : soit x' un autre relévement de x . On a x' = x

t
(mod G(mS§)) et, d'aprés la proposition 4.4, ptx' = ptx (mod GmP 8)) . Si vy

t
est l'unique élément de G(mP 8 tel que (ptx') = ptu£ , et si

_y‘
t t t £ £ t
z' =px'-y ,onadonc z' -z =(px'-px) -y +y € GmP g et

(z' _Z)S, =0, dou z'-z =0, ce qui prouve la premiére assertion,

Les autres assertions sont alors évidentes.

4,.8. On a le résultat suivant qui généralise le théoréme 1 :

THEOREME 2. - Si e <p-1, le foncteur SMA, induit une anti-équivalence

entre la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A'

p ; 2
et la categorie
et la catégorie I\A,

La démonstration de ce théoréme est entiérement analogue a celle du théo-

reme 1. Donnons-en les grandes lignes

soit G et G' deux p-groupes formels lisses et de dimension finie sur

A' et soit (£,M,p) = £MA,(G) , (&,M',p") = e&:MA,(G‘) . Tout morphisme
n: (£,M,p) - (£,M',p') induit de maniére évidente un morphisme ﬁ* de
(__3—' = G(S,',M',p') dans— G = G(S,M,o) Comm—e e <p-1,ona t=0, et
les morphismes th : G- G et ch, : G' - G' sont des isomorphismes. Si
on pose n* = \IJGoﬁ*o Yo G' - G , on vérifie immédiatement que

&‘,MA,(n*) = n et la pleine fidélité s'en déduit.

Il reste a vérifier que £MA, est essentiellement surjectif. Pour cela,

soit (£,M,p) un objet de Ai, . Choisissons un p-groupe formel lisse Gk

sur k dont le module de Dieudonné M, = M(G est isomorphe & M (un

0 k)
tel groupe existe et est unique, & isomorphisme prés,d'aprés la prop. 6.1 du

chap. III) ainsi qu'un isomorphisme i de M sur MO .

217



GROUPES p-DIVISIBLES

Soit R 1l'algébre affine de G]; et choisissons un A'-anneau spécial R

qui reléve R . Choisissons enfin un isomorphisme 1+ de & sur un sous-A'-

module £0 de P(R) tel que le diagramme

P(R)/mR

< £, S P(R) %
|

i 1

Aoy, oW, ® %RV

M A k,A'

A'

soit commutatif (rappelons que, comme e < p-1 , ona P'(R) = mR ). Enfin,

l'application A'-linéaire i opol(_l) de £ dans (M)

notons A 0 oA

%0
Pour tout A'-anneau p-adique & , notons XR(S) l'ensemble des homo-

morphismes continus de ® dans § .

Si x € XR(S) , X se prolonge, de maniére unique, en un homomorphisme

continu de é;n dans SK ; nous notons x£ sa restriction a £O et
X, : & -8 1'application A'-linéaire composée x_, o 1
£ K <0
De méme x induit un homomorphisme continu xk A Sk donc une ap-
plication Dk—llnealre continue CWk(Xk) de CWk(R) dans CWk(Sk) ; nous
to1 iction 3 : - ' icati -
notons XMO sa restriction & MO et X M CWk(Sk) l'application Dk
linéaire composée X1 ° i . Il est clair que le théoréme résulte alors du lemme
0
suivant :
LEMME 4,10, - B B . 'appli i
0 Pour tout x € XR(S) (x£ xM) € G(S,M,p)(g) L'application

- . de dans est bijective.
x (X£ XM) de XR(S) dans G(S,M,p)(g) est bijective
Il s'agit d'une généralisation du lemme 1.3 et la démonstration se transpo-
se sans difficulté.

Remarque : notons A;, (resp. AX,) la sous-catégorie pleine de Ai, dont les
objets sont les triplets (L,M,p) , avec M '"connexe" (resp. "unipotent") (cf.
n® 1.2). Par une généralisation sans difficultés des raffinements utilisés pour

e =1 et p=2, on démontre que, si e = p-1 (et, bien sdr, aussi si

e < p-1), la restriction de SMA, a la catégorie des p-groupes formels lisses
et connexes (resp. unipotents) de dimension finie sur A' induit une antiéquiva-
lence entre cette catégorie et la catégorie Ag, (resp. /\X,)

4.9. Lorsque e = p-1 , le foncteur SMA, n'est plus essentiellement surjec-
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tif, ni méme, en général, pleinement fidele. Toutefois, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 4.11.- Soit G et G' deux p-groupes formels lisses et de di-

mension finie sur A' . L'homomorphisme canonique du groupe Hom(G',G) dans

Hom(é:MAI
pt. Hom(£M,,(G), £M,,,(G")

(G),SMA,(G')) est injectif et son image contient

Démonstration : soit ® 1'algébre affine de G . Il est clair que si

a € P(R) , alors da € Q,,(R) (on a identifié le module des A'-différentielles

A
continues QA,(R) de ® & un sous-module du module des K'-différentielles
continues de l'anneau ézn ). Il résulte immédiatement de la proposition 4.2 et

3* '
wG/A' et tG(A) (cf. prop. 8.1 du chap. I)

que l'application qui & o associe da induit, par restriction & £A,(G) , un

de l'isomorphisme canonique entre

isomorphisme de &£, ,(G) sur ; il est clair que cet isomorphisme est

Al
fonctoriel par rapport a G

Ya/a

Soit alors f un morphisme de G' dans G et soit fk : G]'< - Gk le

morphisme induit sur les fibres spéciales. Supposons que

M, (D) = (£(£), M(£,)) =0 .
m Il résulte de ce qui précéde que &£(f) = 0 implique que l'application A'-
induite par f est nulle ; on en déduit

linéaire de dans

w

G/Au wGI/AI o
facilement que le noyau de { contient la composante neutre G' de G',
donc que f se factorise & travers le quotient G'et = G'/G'c qui est un

groupe formel étale.

B Comme le foncteur M est fidele, M(fk) = 0 implique fk =0 ; on en
déduit facilement que l'image de f est contenue dans la composante neutre
G° de G.

~

On voit donc que f se factorise & travers un morphisme d'un groupe éta-

le dans un groupe connexe et est donc bien nul.

Soit maintenant n € Hom(SMA,(G),SMA,(G')) et soit n* le morphisme de
G' dans G induit par n ; si n* = ¢Goﬁ*onG| , on vérifie immédiatement

que £MA,(n*) = ptn et la deuxiéme assertion de la proposition s'en déduit.

Remarque : on peut montrer que, si e < 2(p-1) , la restriction de S’MA' a la
catégorie des p-groupes formels lisses et connexes, de dimension finie sur A',

est pleinement fidele. Ceci n'est plus vrai, en revanche, si e = 2p-1 (méme
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en se restreignant aux groupes p-divisibles).

§5.- Groupes p-divisibles sur A'

On conserve les hypothéses et les notations des trois paragraphes précé-
dents.

5.1. Notons He la catégorie dont les objets sont les couples (L, M)

AI
8 ol M estun Dk—module profini sur lequel l'action de F est injective, tel

que le quotient M/FM est un espace vectoriel de dimension finie sur k ;

B ol L est un sous-A'-module de M tel que l'application de L/mL dans

AI
MA,/MA,[l] (= M/FM) déduite, par passage aux quotients, de l'inclusion

de L dans M est un isomorphisme.

A|
Un morphisme u : (L,M) - (L',M') de la catégorie Hi, est une appli-
cation Dk—linéaire continue de M dans M' telle que uA,(L) c L' (ou
Up, MA' - MA, est 1'application déduite de u par fonctorialité).

Il est clair que la catégorie HJa est additive.

A

. . . 2 .
Nous notons Hd la sous-catégorie pleine de H dont les objets sont

Al A’
les couples (L,M) tels que M est libre de rang fini sur A et L est li-

est sans torsion et la deuxiéme assertion

bre sur A' (si e < p-1 , MA'

résulte de la premiére).

Si G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' , nous

notons LA'(G) 1'image de SiA,(G) dans MA'(Gk) par l'application p(G) . Il

résulte du n® 4.3 que le couple LMA,(G) = (LA,(G),M(Gk)) est un objet de
Hi, . On peut, en fait, de maniére évidente, considérer LMA' comme un

foncteur contravariant additif de la catégorie des p-groupes formels lisses et de
2
dimension finie sur A' dans HA'

PROPOSITION 5.1.- Si G est un groupe p-divisible sur A' , LM, (G) est

un objet de 2, . De plus

i) si e < p-1 , la restriction de LM 3 la catégorie des groupes p-

Al
divisibles sur A' induit une anti-équivalence entre cette catégorie et
d
HA' ;
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ii) si G et G' sont deux groupes p-divisibles sur A' , l'homomorphis-
(G),LMA.(G')) est in-
(G

me canonique de Hom(G',G) dans Hom(LM

A'

(@), LM

jectif et son image contient ptHom(LM A

Al
I_)iép_cln_s_t_rgt_ip_n : s1 G est un groupe p-divisible sur A' , Gk est un

groupe p-divisible sur k et I\_/I(Gk) est un A-module libre de rang fini (prop.

6.1 du chap. III). On voit alors que montrer que LMA,(G) est un objet de

Hz, revient & vérifier que 1l'application p(G) est injective. Si elle ne 1'était
pas, on voit que l'on pourrait trouver un élément non nul o € P'(R) tel que

A

da =a®l1 +1 é @ . On voit que, quitte & multiplier o par une puissance
convenable d'une uniformisante de A' , on peut supposer que o € R et
a £ mR . L'image de a dans 1'algeébre affine de Gk définirait un homomor-

phisme non nul de Gk dans le groupe additif, ce qui n'est pas possible puis-

que Gk est p-divisible.
L'assertion (i) résulte alors trivialement du théoréme 2 (n° 4.8) et 1l'asser—

tion (ii) de la proposition 4.11.

5.2. Soit K[F,v] l'anneau (non commutatif si k #Ep) K® D, = K®AA[£,M] .

A"k
Si M est un Dk-module, le K-espace vectoriel MK = K®AM est, de maniére
évidente, un K[F,V]-module & gauche ; la correspondance M k M, est foncto-
rielle.
Notons Hg, la catégorie dont les objets sont les couples (LK"MK)

® ol M, estun K[F,V]-module & gauche qui est un espace vectoriel de di-

mension finie sur le corps K

B ol LK' est un sous-K'-espace vectoriel de MK' = K ®KMK . Un morphis-
. - 1 [ 2 : d s .
me u : (LK,,MK) (LK,,MK) de la catégorie HKl est une application
K[F,V]-linéaire de MK dans MK telle que uK'(LK') c LK' (on a noté
Uy MK' - MI'(, l'application déduite de u par extension des scalaires).
Il est clair que Hg, est une catégorie additive.
Enfin, on a un foncteur additif évident de la catégorie H;, dans Hg,
& tout objet (L,M) de H;, , on associe le couple (LK,,MK)
8 ol MK = K®AM H
B et ol LK' est 1'image dans MK' =K ®KMK de K ®A'L (d'aprés la propo-
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sition 2.1, MK' s'identifie canoniquement a X' ®A' MA' ).

En composant la restriction de LMA, a la catégorie des groupes p-divi-
sibles sur A' avec ce foncteur, on obtient un foncteur contravariant additif
LMK' de la catégorie des groupes p-divisibles sur A' dans HK'
PROPOSITION 5.2.- Soit G et G' deux groupes p-divisibles sur A' . L'ho-

momorphisme canonique de Hom(G',G) dans Hom(LMK,(G),LMK,(G')) est in-

jectif et induit, ‘par extension des scalaires, un isomorphisme de

CDp®

Hom(G',G) dans Hom(LM (G),LMK,(G')) (autrement dit LMK' , consi-

Z K

P
déré comme un foncteur contravariant de la catégorie des groupes p-divisibles

d , .
sur A' "a isogénies prés" dans HK' , est pleinement fidele).

Démonstration : il est immédiat que Hom(LMA,(G),LMA,(G')) est un Zp—

module sans torsion et que Hom(LMK,(G),LMK,(G')) s'identifie  canoniquement

a Q ®Z Hom(LMA,(G),LMA,(G')) . La proposition résulte alors de l'assertion
b Zp

(ii) de la proposition 5.1.

5.3. Soit G un groupe p-divisible sur A' ., Nous allons donner une interpré-
tation de LMK,(G) = (LK,(G),M
Soit ® l'algébre affine de G . Il est clair que K®AR = K ®A,R (resp.

K(G)) en terme de "fonctions analytiques".

R - ~an
K8, (R®,,R) = K'8,, (R, R)) s'identifie au sous-anneau de R, (resp.

(RéA, R)Iin) formé des a tels que pnoc € R (resp. R@A,R) pour n
assez grand. On voit que l'on a aussi XK' ®A' R =K ®A' P'(R) et
K'®,, ®8,,R) = K'®,, P RS, R)

En reprenant les notations du n® 4.1, on voit alors que
an o

MY, (G) = K ®,, M, (G)
s'identifie au sous-K'-espace vectoriel de Rin formé des a € K' ®A’ P(R) tels
que da € K' ®A‘ (Ré\A- R) et que K ®A' MHA,(G) s'identifie au quotient
MHIaJI(G) de Wzﬁ;{l((}) par K' ®A' R . Il est clair que l'isomorphisme de
MA'(Gk) sur MHA,(G) défini au n° 4.1 induit, par extension des scalaires, un
isomorphisme de MK,(G) =K'e MK(G) =Ke, M, (Gk) sur  MHp, (G)

Si 1'on note £Z,n(G) le K'-espace vectoriel formé des a € K'@Al P(R)

an .
tels que 3o =0 et L;?’(G) 1'image de .S:Z{l(G) dans MHK' (G , on voit

222

GROUPES FORMELS LISSES

tout de suite que La,n(G) est aussi l'image de L_,(G) par l'isomorphisme ca-

K K
nonique de MK'(G) sur MHIaJl(G)
Montrons, pour terminer, que, dans la définition de MH;?(G) et de
L;?(G) , on peut remplacer K' ®A' P(R) par ézn . Plus précisément :

PROPOSITION 5.3.- Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit R® son al-

gébre affine., Si a € Rin vérifie 3a € K' ®A‘ (RéA, R) , alors a € K' ®A‘ P(R)

Démonstration : il est clair qu'il existe un entier n tel que

alp ) € RéA,R c P'(RéA, R) . Avec les notations du n° 4.2, on voit que
3(p"a) est un tenseur symétrique de P'(R@A, R) vérifiant az(a(pna)) =0 .
D'aprés le lemme 4.3, il existe donc y € P(R) tel que dy = a(pnon) . Quitte

s -n 3 ]
a remplacer a par a-p Y , on voit que 1l'on peut supposer que oda = 0 .

Soit alors € : R - A' 1'homomorphisme d'augmentation et soit

K" ﬁ;n - K' son prolongement & R;n Soit I le noyvau de ¢ et IK ce-

lui de €K . On voit facilement que 3da = 0 implique que a € IK et que
l'application qui & B € £Z?(G) associe son image modulo Ii': définit un iso-
morphisme de £§?(G) sur IK/IIZ< . Pour achever la démonstration, il suffit donc
d'établir le lemme suivant :

€

LEMME 5.4.- Soit a € 112< . Si da=0, alors a=0.

Démonstration : il est clair que I/I2 est un A'-module libre de rang la

dimension d de G et que IK/IIZ< s'identifie & K' ®A' (I/IZ) . Soit

Xl'XZ""'Xd des éléments de R qui relévent une base de I/I2 . On voit
+

facilement que, pour tout entier r > 1 , IrK/IIr< 1

riel des polynémes homogénes de degré r en les Xi a coefficients dans K

s'identifie & l'espace vecto-

et que AXi = Xié 1+ 1é>Xi (mod IK®IK) . Il résulte alors facilement de la

broposition 10.4 du chapitre I que si r = 2 est tel que a € I; , alors

+1
a € IrK ; autrement dit o € N IIr< .
0 reIN
Notons R le facteur local de R correspondant & 1l'élément-neutre et
(éin)o la composante de @;n correspondante. Il est clair que o € ﬂIIr< re-
vient a dire que la composante 0,0 de o dans (éan)o est nulle.

K
Soit AC l'anneau des entiers du complété C d'une cléture algébrique

de K' . Pour tout x € G(Ac) = Homcont(R,A ) , notons x. : éan - C l'ap-

C K K

plication qui prolonge x . Il est clair que l'application qui & x € G(A as-

o
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socie x(a) définit un homomorphisme de G(A_.) dans le groupe additif de C .

C

n c
Pour tout x € G(AC) , il existe un entier n tel que px € G (AC) , autre-

ment dit tel que l'application pnx se factorise a travers la projection de R

sur RO ; on a alors (prx)K(on) = 0 (puisque CX.O =0 ), donc pr.xK(on) =0,

d'olt xK(on) = 0 , pour tout x € G(AC) . On en déduit facilement que ceci im-
plique que o =0

Remarque : soit AC 1'anneau des entiers du complété C d'une cléture algé-

brique de K' . Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit N Il'unique

sous-schéma en groupes fermé fini et plat de G tel que N(AC) = Gtor(mAC)

On a un diagramme commutatif

0 — N(AC) —— G(AC) —_— (G/N)(AC) — 0

Il Il

0 — Gy (mAg) —GlAg

dont les lignes sont exactes. Comme (G/N)(AC) est un groupe p-divisible

) — Gy

(au sens élémentaire) et comme pt(—;(Ac) est contenu dans l'image de G(AC) ,
on voit que (G/N)(AC) = pta(AC) . La connaissance de LMA,(G) détermine
donc (G/N)(A ) , donc aussi, d'aprés le théoréme de pleine fidélité de Tate,

C
le groupe p-divisible G/N .
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CHAPITRE V

COMPLEMENTS

§1.- Le module de Tate.

On conserve les notations des chapitres III et IV. On note B un anneau
qui est soit k , soit A' (ce qui comprend le cas B = A = W(k) lorsque
e=1). On note C le complété d'une cléture algébrique K' de XK' et AC
l'anneau des entiers de C

1.1. Soit G un groupe p-divisible sur B et soit R son algébre affine.
Pour tout B-anneau topologique S , on note G(S) le groupe des homomorphis-
mes continus du B-anneau R dans S et Gtor(s) son sous-groupe de tor-
sion. On voit que G(S) s'identifie & lim G(S)/p™G(S) , ce qui permet de

considérer G(S) et Gtor(s) comme des %p-modules. Nous posons

[T(@G)(S) = Hom,, (CDp/%p,G(S)) = Hom,, (CDp/Zp,G (s) .

b o tor
QO(G)(S) = Homzp(CDp,Gtor(S)) ,
U(G)(S) = Homg (@_,G(8S))

p P

Si, pour tout u € U(G)(S) , on pose u(p_n) =u cela permet de consi-

dérer u comme une suite (uo,u ..) d'éléments de G(S) vérifiant
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pu T U On voit que QO(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie au sous—Zp—
module de U(G)(S) formé des u tels que ug € Gtor(s) (resp. u, = 0) . On
voit aussi que ‘L_IO(G)(S) s'identifie canoniquement a CDp@Z T(G)(S)

p
L'application, qui & u associe ug définit un homomorphisme de

U(G)(S) (resp. ’L_IO(G)(S))' dans G(S) (resp. Gtor(s)) dont le novau est T(G)(S),

d'old un diagramme commutatif

0 — T(G)S) — U.(G)S) — G, (8)

n )

0 — I(G)(B) — UGS — GI(8)

dont les lignes sont exactes. Lorsque G(S) est un groupe p-divisible (au
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