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socie x(a) définit un homomorphisme de G(AC) dans le groupe additif de C .

c
Pour tout x € G(AC) , il existe un entier n tel que an € G (AC) , autre-

ment dit tel que l'application pnx se factorise a travers la projection de R
. 0 r
sur RO ; on a alors (prx)K(oc) =0 (puisque a =0 ), donc p .XK(OL) =0,

d'ol XK(OL) = 0 , pour tout x € G(AC) . On en déduit facilement que ceci im-

plique que o =0 .

Remarque : soit AC 1'anneau des entiers du complété C d'une cléture algé-

brique de K' . Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit N l'unique

sous-schéma en groupes fermé fini et plat de G tel que N(AC) = Gtor(mAC)

On a un diagramme commutatif

) — (G/N)A.) — 0

0 — N(AC) — G(A

0 —»Gtor(mAC)—>G(AC) — G(A

C C)

o

dont les lignes sont exactes. Comme (G/N) (AC) est un groupe p-divisible

(au sens élémentaire) et comme pté_(AC) est contenu dans l'image de G(AC) ,
on voit que (G/N)(AC) = pté(AC
donc (G/N)(AC) , donc aussi, d'aprés le théoréme de pleine fidélité de Tate,

) . La connaissance de LMA,(G) détermine

le groupe p-divisible G/N .
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COMPLEMENTS

§1.- Le module de Tate.

On conserve les notations des chapitres III et IV. On note B un anneau
qui est soit k , soit A' (ce qui comprend le cas B = A = W(k) lorsque

e =1). On note C le complété d'une cléture algébrique K' de K' et AC

l'anneau des entiers de C .

1.1. Soit G un groupe p-divisible sur B et soit R son algébre affine.
Pour tout B-anneau topologique S , on note G(S) le groupe des homomorphis-

mes continus du B-anneau R dans S et Gtor(s) son sous-groupe de tor-
sion. On voit que G(S) s'identifie & lim G(S)/p™G(S) , ce qui permet de

considérer G(S) et Gtor(s) comme des %p—modules. Nous posons

IG)S) = Hom,, (CDp/Zp,G(S)) = Hom,, (CDp/Zp,G (s) .

tor

p
U(G)(8) = Homyg (@ ,G(8))
p P
Si, pour tout u € U(G)(S) , on pose ulp
(u

{
p p
U,(G)(S) = Hom, (CDp,Gtor(S)) .

-n .
) = u cela permet de consi-

dérer u comme une suite u ,...) d'éléments de G(S) vérifiant

0,1.11,..., n

PU_ L T U On voit que QO(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie au sous—Zp—
module de U(G)(S) formé des u tels que ug € Gtor(S) (resp. ug = 0) . On
voit aussi que QO(G)(S) s'identifie canoniquement & ®p®Z T(G)(S)

) p

L'application, qui & u associe uO , définit un homomorphisme de
U(G)(S) (resp. QO(G)(S)) dans G(S) (resp. Gtor(s)) dont le novyau est T{(G)(S),

d'ot un diagramme commutatif

0 — Z@)S) — Uy@)s) — G, (8)
or

H I r

0 — I(G)(8) — U(G)E) — G(8)

dont les lignes sont exactes. Lorsque G(S) est un groupe p-divisible (au
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sens élémentaire !), l'application u - Uy es: surjective. C'est en particulier

le cas lorsque B =A' et S =A_ , auquel cas nous posons T(G) = T(G)(A L) ,

C C
UO(G) = U"O(G)(AC) , U@ = Q(G)(AC) ; les lignes du diagramme commutatif
0 — T(G) — UO(G) — Gtor(AC) — 0
g ;
0 — T(G) — UG) — G(AC) — 0

sont alors exactes. On sait que T(G) , qui est le module de Tate de G ,

est un Zp—module libre de rang fini égal & la hauteur h de G et que, par

conséquent, U _(G) est un espace vectoriel sur CDp de dimension h

0
Remarques :

1.- Il est clair que les constructions de T(G)(S) , I_IO(G)(S) et U(G)(S)

sont, de maniére évidente, fonctorielles en G et en S

Soit ¢ : G - G' wune isogénie de groupes p-divisibles sur B et soit N
son noyau. On voit facilement que, pour tout S , les applications
QO(G)(S) - LIO(G')(S) et U(G)(S) - U(G')(S) sont des isomorphismes et que la
suite exacte des Extzp(CDp/Zp,-) donne une suite exacte

0 — I(G)) — I(G')() — N() — 0

(1'application de T(G')(S) dans N(S) peut se définir ainsi : comme G - G'
est une isogénie, il existe un entier r tel que p‘G'(S) c Im ©(S) ; on en
déduit que si u = (uo,...,un,...) e T(G")(S) , les u sont tous dans 1'image
de o(S) ; si ﬁn est un relévement dans G(S) de u l'image de u dans

N(S) est 1l'image de pnﬂn pour n suffisamment grand).

2.- Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit Gk = G®A,k sa

fibre spéciale. Soit & un A'-anneau p-adique et soit 8§ =8®, , k =8/ms .

k
Notons u - U l'application canonique de G(8) dans G, (S ) . Elle induit un

k' "k
homomorphisme de U(G)(8) dans Q(Gk)(s ) qui est, en fait, un isomorphisme :

k

® cet homomorphisme est injectif : si u = (uo,...,u ...) est un élément non

1’]'I
nul de U(G)(8) , il existe un entier m tel que um;é 0 ; si R estl'al-

+
gébre affine de G et R 1'idéal d'augmentation, on en déduit qu'il exis-

+1
Mg

+
te un entier r tel que um(R ) Zm ; on voit facilement que cela impli-

: + r+l-iq . S
gque que, pour is<r , um+i(R ) & m $ ; on a donc um_i_r(sf) Z ms , d'ou

um_l_r# 0 et l'image de u dans Q(Gk)(sk) n'est pas nulle.
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m cet homomorphisme est surjectif : si t = (tO,...,tn,...) € Q(Gk)(gk) , choi-

sissons, pour tout n , un élément fne G(8) qui reléve tn (c'est tou-

jours possible car G est lisse) ; on voit que (pt fn)(R"') c m8 et on

n+l

_ . m ~
en déduit facilement que, pour tout entier n fixé, la suite des p tn+rn

converge dans le groupe G(8) (qui est séparé et complet pour la topologie
p-adique) ; si on note un la limite de cette suite, on voit que

u = (uO,...,un,...) est un élément de U(G)(S) qui reléve t

Ce résultat nous permettra d'identifier U_(G)(8) et T(G)(8) & des sous-

0 -_—
Z -modules de U(G, )(S,)
p k' Tk

1.2. Soit G un groupe p-divisible sur k et soit S un k-anneau (quel-
conque, mais muni de la topologie discréte). On voit que G(S) est un groupe

de p-torsion et on a donc U(G)(S) = U,(G)(S)

0

Pour tout entier n=0 , soit Gn le noyau de la multiplication par p"

dans G . Il est clair que T(G)(S) s'identifie & lim Gn(S) , la fléche de
Gn+1(S) dans Gn(S) étant la multiplication par p , et que U(G)(S) s'iden-
tifie & lim G(n)(S) , ou l'on a posé G(n)(S) = G(S) , pour tout entier n=0 ,

(S) dans G

et ol la fléeche de G )(S) est la multiplication par p .

(n+1) (n

Soit M = M(G) le module de Dieudonné de G . La structure de D, -
module & gauche sur M se prolonge, de maniére évidente, en une structure
de D, -module sur Kg M . L'identification de M 4 un sous-D -module de

k A k

Kg, M permet d'identifier Kg, M & lim p ™M , et la multiplication par p"

définit un isomorphisme de p ™M sur M . La proposition 6.2 du chapitre III

implique donc le résultat suivant :

PROPOSITION 1.1.- Soit G un groupe p-divisible sur k et soit M = M(G)

Soit S un k-anneau. Alors U(G)(S) = QO(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie
canoniquement, et fonctoriellement en S et en G , au CDp—espace vectoriel
(resp. au Zp—module) Hoka(K8AM,CWk(S)) (resp. Hoka((K®AM)/M,CWk(S)))

des applications Dy -linéaires de K®AM (resp. (K®AM)/M) dans CWk(S)

1.3. Nous allons maintenant donner une autre description de T(G)(S) et de
U(G)(S) , lorsque G est un groupe p-divisible sur k et S wun k-anneau,
qui peut paraftre plus compliquée, mais qui devrait étre plus commode pour cer-

taines applications.

227



GROUPES p-DIVISIBLES

Pour cela, commengons par introduire les "bivecteurs de Witt". Soit p
un anneau commutatif quelconque. Pour tout entier m = 0 , posons

CWm(/\) = CW(p) et BW(p) = lim CWm(A) , 1'application de CWm 1(j\) dans

+
CWm(/\) étant définie par

(.. ,2 ,...,a_l,ao) — (...,a veesd@ ,,a )

-n -n-1' -2

(autrement dit, c'est le décalage).

On voit que BW peut étre considéré comme un foncteur covariant de la
catégorie des anneaux commutatifs dans celle des groupes abéliens. Il résulte
de la définition de CW(p) que BW(A) s'identifie, en tant qu'ensemble, a

l'ensemble des "bivecteurs"

)

(... 18_paees @ 1480081008 ) o= (an neZ

ol les a, pour ne€ Z , sont dans A et vérifient la condition

il existe un_entier n, et un idéal nilpotent o de p tel que

(y)

an €a Si nsn0 .
Si maintenant A est un k-anneau, on voit que BW(A) peut encore étre
considéré comme un Dk-module :si a=(..,a n""’aO""’am"") € BW(p) ,

on a

hla=(..,072N)a ,... A8y ,om()\)am,...) , pour tout A ¢k

Enfin, si A est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet,
on pose BW(p) = lim BW(A/a) , pour o parcourant les idéaux ouverts de | ;
les éléments de BW()) peuvent encore se représenter, de maniére évidente,

comme des covecteurs.

Nous allons d'autre part associer a tout anneau S de caractéristique p ,
un anneau parfait ¥(S) , linéairement topologisé, séparé et complet, de la

maniére suivante

pour tout entier r€IN , on pose Sr=S . et X(8) = lim Sr , 1'applica-

tion de S dans Sr étant 1'élévation a la puissance p-iéme (la to-

r+1
pologie de K (S) est la topologie de la limite projective, chaque Sr

étant muni de la topologie discréte).
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On voit qu'un élément x de K(S) peut se représenter comme une suite
= 1816 Arifi p = ! i~
x (XO’XI’ e ...) d'éléments de S vérifiant X1 X et que 1'addi

tion et la multiplication se font alors "composante par composante".

On voit que si S est un k-anneau, ¥(S) devient un k-anneau parfait,
linéairement topologisé, séparé et complet, en posant, pour tout A€k et tout

x = (XO’XI""'Xr"") € K(S) ,

_l(k)xl s 0 IO, L)

Ax = (Ax .

0'°
Si a= (...,a_n,...,ao,...,am,...) € BW(#(S)) , alors, pour tout meZ ,

a peut s'écrire a_ = (a ,a ...d ,...) , avec les a dans S et
m m m,0" m,1 m,r m,r

p _ ' : .

A4 T Cmr Nous notons up l'application de BW(%(S)) dans CWk(S)
qui & a = (a_) ¢ BW(K(S)) associe (...,a ) . Il est

= m’ mez -n,0°""""%-1,0"%0,0

clair que ut est Dk—linéaire et nous notons BWO(}L(S)) son novyau.

PROPOSITION 1.2.- Soit G un groupe p-divisible sur k et soit M = M(G).

Soit S un k-anneau. Alors U(G)(S) (resp. T(G)(S)) s'identifie canoniquement

(et_fonctoriellement en S et G) A Hoka(M,BW(}c(S))) (res
Hoka(M,BWO(}{(S))) ).

Démonstration : pour tout r €N , posons Vr(S) = CWk(S) et soit
V(S) = lim Vr(S) , l'application de -Vr+1(S) dans Vr(S) étant la multiplication

par p
Soit n, BW(X (S)) - CWk(S) = Vr(S) l'application qui &
(... N D ,a_m,...) associe (... " ’a—lﬂ,r’ar,r) ; on vérifie
que N est Dk—linéaire et que le diagramme
BWK(ES) — ey ()
> 1p
v (S)

r
est commutatif. On obtient donc ainsi une application Dy -linéaire

n : BW(H(S) - V(S)

On vérifie tout de suite que n est injective. Mais 1 est aussi sur—

jective : soit b = (Qr)reﬂ\l € V(S) , avec br € Vr(S) = CWk(S) . Si
= i p =
Qr ('"'b—n,r""’b—l,r’b(),r) , on voit que b—n—l,r+1 b—n,r , pour tout n
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et tout r ; on en déduit que b = nl@) , avec a = (...,a_n,...,ao,...,am,...) et
= reee our n=z=0
8.n (b—n,O’b—n—l,l""'b-n-r,r )P
-1
= P p™ b our m >0
am (bO,m'bO,m "”'bO,m'b—l,m+1""' m—s,s' ) p

Par conséquent, 1 est un isomorphisme.

Or, si l'on pose G(r)(S) = G(S) , ona U(G)S) = lim G(r)(S) , la fléeche
de G (S) dans G, .,(S) étant la multiplication par p . Comme G, ,(S) = G(S)
(r+1) (r) (r)

s'identifie canoniquement (et fonctoriellement) a Hoka(M,CWk(S)) (cf. prop.
6.2 du chap.Ill) = Hoka(M,Vr(S)) , on voit que U(G)(S) = lim Hoka(M,Vr(S))
est aussi Hoka(M,l_iLn \{.(S)) qui s'identifie a Hoka(M,BW(&L(S))) en utili-

sant l'isomorphisme n

Un élément u de U(G)(S) est dans T(G)(S) si et seulement si son
image dans G(O)(S) est nulle ; si on identifie U(G)(S) a Hoka(M,BW(}t(S))),

on voit que cela revient & dire que Ng° ¥ = 0 , donc que u¢€ Hoka(M,BWO(h(S))).

1.4. Soit & un A'-anneau p-adique. Notons Res(8) l'ensemble des familles
X = (X(n))neZ d'éléments de & , indexées par les entiers rationnels, vérifiant
(X(n+1))p = x(n) , pour tout néeZ

(n) (n)

i = = deux éléments de Res(g) . 11
Soient x (x )neZ et vy (y )neZ' onte 9 e -
est clair que, pour tout entier n fixé, la suite des (x +y ) ( )est
n
convergente dans & ; si l'on note z(n) sa limite, on voit que z = (z )nEZ

est un élément de Res(8)

On vérifie alors facilement que l'on munit Res(g) d'une structure de k-

anneau en posant, pour X,y € Res(§)

m
(x+y)(n) = lim (X(n+m)+y(n+m))p s
m—+ew
() ) = () ()
()\x)(n) = ¢ [\ )x(n) = [o_n(k)]x(n) , pour tout A€k (o [A] est le

représentant de Teichmiiller de A dans W(k) = A c A')

Notons Resg,(g) le sous-ensemble de Res(8) formé des x tels que
+ a1z
x(o) € m& . On vérifie immédiatement que ResA,(g) est un idéal de Res(g) et

+ .
que Res(8) est séparé et complet pour la topologie ResA,(S)-adlque.
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PROPOSITION 1.3.- Soit 8§ wun A'-anneau p-adique et soit Sk = S®A,k = §/m§ .

Les k-anneaux topologiques Res(8) et M(Sk) sont isomorphes, canoniquement

et fonctoriellement en & .

Démonstration : pour tout s € & , notons S son image dans & . Si
(S 0 T <
x = (x'\) 7 € Res(g) , on voit que x = (x ,...,x(n),...) € }c(gk) et il est
immédiat que l'application X~ x est un homomorphisme continu de Res(8)
dans X(8, ) . Si u= (u,,...,u_,...) € X(S,) , notons u_ un reldvement de
k 0 n k n
v, dans & . On voit facilement que, pour tout entier n fixé, la suite des

(n)

~m ~
u§+m converge dans & vers un élément u , ne dépendant pas du choix

@™y

des relévements, et que 1 = nez € Res(8) . On vérifie que l'application
U - u est continue et que les applications x — X et u - U sont inverses

l'une de l'autre.

Remargue : soit K" wun sous-corps du corps des fractions K' de A' conte-
nant le corps des fractions K de A = W(k) et soit o 1'idéal maximal

de A" . Tout A'-anneau p-adique & peut étre considéré comme un A"-anneau
p-adique. Les k-anneaux topologiques X (8/mg) et }C(S/mA.,S) sont canonique-

ment isomorphes puisqu'ils s'identifient tous deux & Res(8) . Sur Res(g) ,

+
les topologies ResA, (g)-adiques et ResZ,,(S)—adiques coincident donc, mais
+ +
l'inclusion Res_,(g) < Res_,(8) est, en général, stricte.

A| AII
Compte-tenu de la remarque 2 du n°l.1 et de la proposition 1.2, la pro-

position 1.3 implique le résultat suivant :

COROLIAIRE. - Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit M = M(Gk)

Pour tout A'-anneau p-adique g , U(G)(8) s'identifie canoniquement (et fonc-

toriellement en § et G) & Hoka(M,BW(Res(g)))

1.5. Le reste de ce paragraphe est consacré a donner une description de UO(G),
et plus généralement de I_JO(G)(g) pour tout A'-anneau p-adique $ , lorsque G
est un groupe p-divisible sur A' , & l'aide du couple Ll\/[KI (G)=(LK,(G),M @)
défini au n°IV.5.2.

K

Commengons par énoncer les résultats (nous les démontrerons dans les

n®S suivants)
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PROPOSITION 1.4.- Soit g un A'-anneau p-adique et soit

SK = K@AS =K ®A|g :
i) pour tout (x_) ¢ BW(Res(s)) , X pnx(n) converge dans S
n'nezZ neZ n
S 1 , ) : . ’ N .
ii) lapgllc?:)on bWS BW(Res(g)) 8§ . gula (xn)neZ associe
2 p% ', est K-linéaire.
neZ
THEOREME 1.- Soit G un_groupe p-divisible sur A' et soit (LK" = LMK,(G)

s =K'®,,8 et soit

Pour tout A'-anneau p-adique § , posons gK = K®A
bwye o # Ky BW(Res(s)) - & Lapplication K'-linéaire déduite de bw, par

extension des scalaires. Pour tout u¢€ HomK[F % (M ,BW(Res(8))) , notons

U K ®KMK - K o BW(Res(g)) l'application K —llnealre déduite de u par
extension des scalaires. Alors L_JO(G)(S) s'identifie canoniquement, et foncto-

riellement en G et § , au sous—CDp—espace vectoriel de

HomK[EI_\[] (MK,BW(Res(g))) formé des u tels que uK‘(LK') c ker bWS,K'
Nous démontrerons en fait un résultat plus précis : si G est un groupe
p-divisible sur A' , notons Gm le plus petit sous-schéma en groupes fermé
de G tel que, pour tout A'-anneau p-adique § , Gm(g) est le noyau de
Gtor(g) - Gk(gk) (il revient au méme de dire que c'est le plus petit sous-
schéma en groupes fermé de G tel que Gm(AC) est le noyau de
Gtor(AC) k Ac/mA . On voit facilement que Gm est un schéma en grou-
pes fini et plat sur A' et que le quotient G/Gm (dans la catégorie des

faisceaux en groupes fppf sur A') est un groupe p-divisible isogéne a G

PROPOSITION 1.5.- Conservons les hypothéses et les notations du théoréme

précédent et soit M = M(Gk) (identifié & un sous—Dk—module de MK =K®AM).

) +
Soit BW /p (Res(g)) le sous-Dy -module de BW(Res(g)) formé des (Xn)nEZ

tels que xlflo) € ResA.(S) pour n=<0 . Alors '_T_(G/Gm)(S) s'identifie canoni-

quement, et fonctoriellement en G et & , au sous—Zp—module de

+ .
Hoka(M,BW /a (Res(g))) formé des u tels que U'K‘(LK‘) c ker bw

8.k’
Remarques :
1.- Si e<p-1, ou si e=p-1 et si G est unipotent, on voit (cf.

n°Iv.4.8) que G, = 0 , donc que l(G/Gm)(S) = T(G)(8)

2.- On voit facilement que BW(Res(8)) s'identifie a K® BwW /n (Res(g)).

On en déduit que Hom (M .BW(Res(8))) = Hoka(MK,BW(Res(g))) s'iden-

K/[E,V]
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tifie a CDp@ZpHoka(M,BW+/A. (Res(g))). Comme la projection de G sur
G/Gm est une isogénie, L_JO(G)(g) et I._IO(G/Gm)(S) s'identifient et le théoré-

me 1 résulte donc de la proposition 1.5.

1.6. Commengons par démontrer la proposition 1.4.

Rappelons que ‘1l'on a défini au n°Il.5.1 une application A-linéaire conti-

nue  wg CW(g) - SK . On voit (cf. n°IV.3.1) que l'image par \7\78 de

CW(ms) est contenue dans P'(8) et, par passage aux quotients, on en déduit

0
licati : CW(g,) - s, /P
une application  wg C (Sk) SK/P (g)

Reprenons les notations utilisées dans la démonstration de la proposition

1.2 et soit, pour tout entier r =0 ,

wr8 PV (s,) = CW, () - SK/prP'(g)

1'application obtenue en composant wg avec l'application de gK/P'(g) dans

r o
SK/p P'(g) déduite, par passage aux quotients, de la multiplication par pr

dans SK . Il est clair que le diagramme
W_r+1
S r+1
V(&) /P "P'(g)
P proj.can.
wh

-8 ., r
\Y (gk) 8K/p S
est commutatif.

On sait que BW(Res(8)) = BW(}c(Sk)) s'identifie & lim Vr(gk

il existe un entier  tel que P'(8) c pVs , lim sK/prP'(g) s'identifie & SK

) ; comme
Par passage & la limite, les applications Wrg définissent donc une application
A-linéaire bwg de BW (Res(8)) dans &, et il suffit, pour démontrer la pro-

K
position 1.4, d'établir le lemme suivant :

0
LEMME 1.6.- On _a bWS = bwg (i.e., pour tout x = (x ) € BW (Res(8)) ,

n'nez
> pnxiln) converge et bwg(x) = 2 p x( ))
nez nez
Dém trati : si = (..., PR , = i
) Démonstration i a=( a_, a_y ao) € Vr(Sk) CWI(( k) et si
a_, est un relévement de a_p dans & , on voit que wrg(g) est 1'image,
© — -~
modulo p‘'P'(s) , de ¥ p i et
n=0 -n
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(m)

Ifisque lglldentlfle Resf(\sz 3 M(Sk) Px = (Xn )me% s'identifie &
~ . (0) (m) N (m) s m) .
x = (xn peee X .) (ou X est l'image de x; dans ék ).

On voit que l'image nr(z) de x dans Vr(gk) = CW(gk) est

T~ ~— —~~ ~
(r) (r) (r)y . (r) L (r)
(""x—n+r""’ ISPV ) ; comme X_ 4 estun relédvement dans & de X e
wrg(nr(g)) est 1'image, modulo p‘'P'(S) , de
e -ntr () p% _ & -n#_(-n) _ L n_(n)
2 p I ) = Zp xS =Tpx .
n=0 n=0 -
. . . _ ‘n_(n)
et, en passant & la limite, on a bien bwg(g) = 2, p X
nez

1.7. Démontrons maintenant la proposition 1.5.

Posons (L,M) =LMA,(G) et soit p l'inclusion de L dans M

Al
Soit G = G(L M p) le foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux

p-adiques défini au n° IV.4.7. Commengons par établir un lemme :

LEMME 1.7.- Le Zp—module T(G/G )(8) s'identifie canoniquement, et foncto-
I m

a

riellement en G eten § , &

T(G)(8) = Hom,,

p(@p/zﬂp,@(g)) = HomZp(CDp/%p,Gtor(s))

Démonstration du lemme : Soit QO(@(g) = HomZ (Qp,@tor(s)) . Tout

élément de U _(G)(8) peut s'écrire sous la forme u = (EO,GI,_...,ﬁn,...) , avec

u € Gtor(g) et pU_ ., =u . Soit ' : [_IO(G)(S) - [_IO(G)(S) I'application qui
(S)(utﬂ),...,tl;G

& u associe '(d) = (q;G(S)(Gt),wG
: G - G est le morphisme défini au

(g)(ut+n),...) (o0 t est
l'entier défini au n° IV.4.5 et ol

n°Iv.4.7).

e

t N
Comme qJG(S)och(g) = p 'ldG(g) et CpG(S)o QJG(S) =p 'ldG(s) (cf. prop.
4.9 du chap. IV) , on voit que §' est un isomorphisme de CDp-espaces vec-

toriels.

Pour tout u € G(g) , notons u' son image dans (G/Gm)(S) et soit
Q' I_IO(G)(S) 2 QO(G/Gm)(s) l'application qui, & (uo,ul,...,un,...) € I_JO(G)(S) ,
associe (ub,u'l,...,u;l,...) . I1 est clair que ¢' est aussi un isomorphisme

de CDp—espaces vectoriels.

L'application ', §' est donc un isomorphisme de _I_JO(_G)(S) sur
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I_J_O(G/Gm)(g) . Pour achever la démonstration du lemme, il suffit alors de véri-
fier que, si U € U (G)8) , o' (y'(@) € TG/G )(8) si et seulement si

G ¢ T(G)(g)

0

- — - - - (e = = ceey TARR] t
Posons u = (Uy, 0y el sees) ¢ == lugeuy ey ) e

p'(u) =u' = (u'O,u'l,...,u;_l,...) . On voit que u' ¢ I(G/G )(8) si et seulement

si u'o = 0 , ou encore si et seulement si ug appartient au noyau de la pro-
jection de G(8) dans (G/Gm)(s) , qui est Gm(g) . On voit que
Gm(s) = Gtor(mg) est le noyau de ch(g) (prop. 4.8 du chap.lV). Donc

u' € T(G/Gy)(8)  si et seulement si ch(g)(uO) = 0 ; comme u, = \JJG(s)(ﬁt) .
0

8= v ig(Beeg(8) = Bildg g

c'est encore équivalent a pt\'it =0, i.e. & GO =0, oua ue TG

ceci est équivalent a (g)(ﬁt) = 0 ; comme

Démonstration de la proposition 1.5 : on sait (prop. 1.2) que _T_(Gk)(Sk)

s'identifie, canoniquement et fonctoriellement, & Hoka(M,BWO(}C(Sk))) . Lors-
que l'on identifie, a l'aide de la proposition 1.3, }c(gk) a Res(8) , donc

+
BW(x(S,)) & BW(Res(8)) , on voit que BWO(J'C(gk)) s'identifie a BW/A. Res(g)).

k
. +
On peut donc identifier I(Gk)(g ) a Hoka(M,BW /ar (Res(g)))

k
Rappelons (cf. n° IV.4.4) que le groupe G(8) est formé des couples

) ., Upp € Hoka(M,CWk(Sk)) tel que le dia-

( ) , avec u, € HomA,(L,S

A Y L K
gramme

u

L L SK

proj.can.
) sg/P'(8)
w
s

uMlAu

MA' —_—_— CWk A (Sk)

est commutatif. Comme HomA,(L,gK) est sans torsion, on voit que
G, i i =0 . déduit le sous-

(uL,uM) I= Gtor(s) si et seulement si up 0 On en déduit que

groupe Gtor(g) de T(8) s'identifie au sous-groupe de Hoka(M,CWk(Sk))

formé des Uy tels que WSOuM,A'° p=0.

La proposition 6.2 du chapitre III montre que Hoka(M,CWk(gk)) s'iden-
tifie & Gk(gk) . En particulier, 1'application de Gtor(g) dans Gk(Sk) qui
en résulte est injective et T(G)(8) s'identifie & un sous—Zp-module de

T(G,)(8)
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. . ces N wt, . tout

Lorsque l'on identifie _T_(Gk)(Sk) a Hoka(M,B /A (Res(8))) ou
élément u € '_I‘_(Gk)(sk) peut s'écrire sous la forme u= (uo,ul,...,ur,...) avec
u € Hoka(M,Vr(gk)) = Hoka(M,CWk(gk)) fug = 0 et pu 4y = u. . On voit

immédiatement qu'un tel u € I_(@)(Sk) si et seulement si, pour tout entier

r=0 , wgour’A,op=0
Pour tout entier r>0 , posons Vr,]-\'(gk) = CWk,A’(gk) et soit
w Y () - 8 /prP'(g) 1'application obtenue en composant w avec
S,r r,A'" "k K S

l'application de SK/P'(g) dans gK/prP'(g) obtenue, par passage aux quotients,

a partir de la multiplication par pr dans SK . On a un diagramme commutatif

| u | w l
r+1 ,A' S,r+l r+l_,
I L L o -
M,, Vr+1,A'(Sk) s /P P'(s)
idl lp lproj .can.
u 1 w
r,A 8.1 r
’ PI
lAI VrlA.(Sk) gK/pl (g)
qui, par passage a la limite, défini des applications
U.w’ ] i Wg,oo
MA' ——1lim Vr,A'(gk) —————»SK

et il est clair que ueT(G)(g) si et seulement si W _oU_ aep = 0

Il résulte facilement de la proposition 2.5 du chapitre IV que 1'applica-
tion canonique de A' =N CWk(Sk) dans CWk,A‘(gk> est surjective et que son
noyau est tué par une puissance de p (qui ne dépend que de l'indice de ra-

mification absolu e de A'). Comme lim '\/r(Sk) s'identifie & BW(Res(g)) ,

on en déduit que lim vr,A'(gk) s'identifie a A" ) BW (Res(g)) =K' & BWRes(8)).
Il est immédiat que l'application WS,m : K'@KBW(Res(g)) - SK s'identifie &
ng,K' et on voit facilement que le diagramme
L MA‘ leA.
BW (Res(g))
T
K'@A,L&LK. K'®KM2K'®A,MA,

est commutatif. On a donc bw (L) = 0 si et seulement si

s,k ° uoo,A'

uK,(LK,) c ker bw , ce qui achéve la démonstration.

$,K'
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1.8. Remarques :

1.- Soit ¢ = Gal(K'/K') . Le groupe G opére, par continuité, sur C
et sur AC , donc aussi, par fonctorialité, sur Res(AC) , sur BW(Res(AC))

et sur BWK,(Res(AC)) =K' ®K BW(Res(AC)) ; en outre, il est clair que 1'appli-

Wa g : BWKI(Res(A
C
Soit 'V un CDp[q] -module & gauche, de dimension finie sur CDp , avec

cation b )) = C est G-linéaire.

C

action de (¢ continue. Notons Mg(V) le K[F,V] -module & gauche
Hom(D ] (V,BW(Res(AC))) des applications CDp[Q] -linéaires de V dans
B'\N(Res(AC)) . On voit que le K'-espace vectoriel

Gy = Cident if1 . s G
MK,(V) Home[Q] (V,BWK,(Res(AC))) s'identifie canoniquement & K 8 MK(\/)

Nous notons LI%' (V) le sous-K'-espace vectoriel de Mg,(V) formé des élé-

ments dont 1l'image appartient au noyau de bw

AC.K
On peut montrer ([24]) que si V est de Hodge-Tate de type (ni)iEZ ,
©
alors ME(V) est un espace vectoriel sur K de dimension < 2 n, et
© i=0
Lg,(\/) est un espace vectoriel sur K' de dimension £ 2, n,
i=1
[Rappelons ce que signifie "V est de Hodge-Tate de type (ni)ieZ "
soit y : G - Z; le caractére qui donne l'action de 'G sur les racines de
l'unité d'ordre une puissance de p (on a donc gle) = r—:x(g) , pour toute

racine de l'unité e d'ordre une puissance de p et pour tout g€ Q). On

fait opérer G semi-linéairement sur V_, = C®, V en posant

C Q
D
glcgv) = glc)sg(v) , pour tout gé€g , ceC , veV . Pour tout i€Z%Z , on

note Vé le sous-K'-espace vectoriel de VC formé des x tels que

glx) = X(g)ix , pour tout g€G . L'application évidente de & (C®KVE) dans
) i€z

VC est alors injective (cf. [42], p.122) et on dit que V est de Hodge-
Tate si c'est un isomorphisme ; si 1'on appelle n, la dimension (nécessai-
rement finie) de VlC sur K' , on dit, plus précisément, que V est de
Hodge-Tate de type (ni)iEZ']

2. Soit alors ¢ un groupe p-divisible sur A' , de dimension d et
de hauteur h . On voit que T(G) est un Zp[q]—module, libre de rang h
sur Zp et que, par conséquent, UO(G) = CDp@Z T(G) est un CDp[Q] -module,
de dimension h sur CDp . On sait (cf.[44], §4,cor.2 au th.3) qu'il est de
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Hodge-Tate de type (ni)ie% avec
= h-d
ng, h
n, =

n, =0 si i#0,1

g M) = LM,

s'identifie, en tant que CDp[q] -module, au sous-module de

Il résulte du théoréme 1 que, si (L (G), U

] é t t d
HomKLF_,M] (MK,BW(Res(AC)) formé des u tels que uK,(LK,) est contenu dans
le noyau de bWA Ko On en déduit, de maniére évidente, des applications de
CI
G G t tre facilement
MK dans MK(UO(G)) et de LK' dans LK,(UD(G)) et on montre fac
qu'elles sont injectives. Le résultat précédent et des considérations sur les

dimensions impliquent alors que ce sont des isomorphismes. On obtient ainsi
un procédé pour construire le couple LMK,(G) a partir de la seule connaissan-

ce du CDp[Q] -module  U;(G)

§2.- Travaux de Honda.

Dans ce paragraphe, on conserve les hybothéses et les notations du
chapitre III et du § 1 du chapitre IV. On se propose de retrouver les résultats
de Honda sur la classification des lois de groupe formel commutatif sur
A = W(k) et sur k en les interprétant & la lumiére des résultats que nous

avons obtenus.

2.1. Soit B un anneau commutatif. Rappelons que l'on appelle loi de groupe
formel (sous-entendu commutatif) & d paramétres sur B , la donnée d'un d-
uple de séries formelles T(X,Y) = (ri(Xl""’Xd’Yl""'Yd))lsisd , & coefficients
dans B , en les 2d wvariables X1 2""’Xd’Y1""’Yd , vérifiant, avec des

notations évidentes
rx,0 =r0,x =X,
rcx,y,z =rx.r,z)
re.x =rx.y

De ces axiomes, on déduit immédiatement l'existence d'un d-uple de sé-

ries formelles sans terme constant, & coefficients dans B , unique,

COMPLEMENTS

hX) = (h_(x1 ,...,xd))

. tel que TEX,hX) =X ,X) =0

1<i=d = =

Lorsque B est un anneau commutatif pseudo-compact, se donner une loi
de groupe formel & d paramétres sur B revient a se donner une structure de
bigébre formelle sur le B-anneau profini R = B[[XI'XZ""'Xd]] : 1'anneau
R®BR s'identifie a B[[Xl""’xd’Yl""’Yd]] en posant Xiél =X .
15§Xi =Y, et le coproduit A est défini par AXi = Ti(X,X) , 1'augmentation
par e(Xi) = 0 . On a ainsi associé & toute loi de groupe formel I sur B

un groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur B , que nous no-

tons GF

Si, de plus, B est local, on voit que, réciproguement, étant donné un
groupe formel G lisse et connexe de dimension finie d sur B , d'algébre
affine R , le choix d'un systéme de coordonnées (i.e. le choix d'un d-uple
XI,X

;... X, d'éléments de R relevant une base de té(B) sur B) permet

2 d
d'associer & G une loi de groupe formel & d paramétres sur B

2.2. Pour tout anneau commutatif B et tout entier dx=1 , nous notons

/\d(B) = B[[XI’XZ""’Xd” l'anneau des séries formelles en les d variables

Xl’XZ""’Xd .a ?oefflc%ents dans B . Si, pour tout i = (11,12,...,1d) , on

i 11,12 d L d Ca . .
pose X = X1 X2 ...Xd , tout élément de p (B) s'écrit, d'une maniére et
d'une seule, sous la forme 2 a,ﬁl‘ , avec les a; € B . Nous notons /\CS(B)

}E]Nd 1 i

1'idéal de /\d(B) formé des séries formelles sans terme constant.

Lorsque B est un anneau topologique, on munit /\d(B) de la topologie

produit ; 1'idéal /\CDI(B) est alors fermé dans /\d(B)

On munit A =W(k) et son corps des fractions K de la topologie p-

adique et on note K[[F]] (resp. A[[F]] ) l'anneau topologique (avec la topo-

[o<}
logie produit) des séries formelles (non commutatives si k # le) 2, a.F
i
i=0
a coefficients dans K (resp. A), avec la régle Fa = o(a)F , pour tout ack

i

1

(resp. A). On voit que A[[E]] s'identifie au séparé complété du sous-anneau

A[F] de Dk = A[F,V] pour la topologie F-adique.

On peut munir le K-espace vectoriel topologique /\g(K) d'une structure
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de K[[E]] -module topologique & gauche en posant
i . i '
E(Za, X9 = Zol x> .
Avec les conventions du n° II.5.4, on voit que /\d(A) est un A-anneau

spécial et que (cf. n°II.5.5) P(/\d(A)) s'identifie au sous-A-module fermé

i d
de /\d(K) formé des Zai_)gl' tels que ijai €A , pour tout i = (il,iz,...,id)e]N
et pour j=1,2,...,d h -

d
Nous notons P(A%(A)) l'intersection de P(p (A)) avec /\d(K) . On voit

0

que c'est un sous-A[[F]] -module fermé de Ag(K) qui contient lui-méme p/\cé(A)
comme sous-A[[F]] -module fermé. En particulier le quotient P(/\g(A))/p/\(S(A) est

muni d'une structure de A[[F]] -module topologique.

Si 1l'on pose R = /\d(A) , on voit que l'anneau Rk = R@Ak = R/PR  s'i-
dentifie a [\d(k) . On a défini au n° II.5.7 un isomorphisme de A-modules

e
topologiques WR : ka( ) » P(R)/pR , autrement dit

Ry

wo o W (%) ~pu@n /et

On voit tout de suite que la restriction de W& au sous-A-module fermé
)

d
W
C |((/\0
formelles sans terme constant, induit un isomorphisme

w s G S0 — Pd@)/prd @)

(k)) , formé des covecteurs dont toutes les composantes sont des séries

Il est clair que CQVK(ACS(“)) n'est autre que CWE(/\d(k)) et que l'action de
F  sur ce module est topologiquement nilpotente. Ceci permet de considérer
vak(j\(g(k)) comme un A[[F]] -module topologique et on vérifie facilement que

wd est, en fait, un isomorphisme de A[[F]] -modules topologiques.

2.3. Soit T une loi de groupe formel & d paramétres sur A . Posons

@ = bo e P0A@) | o0& M -a®-a® e pa’d@] |

Mg = JaePUSE) | o0& D)= € prc @)}

On voit que ce sont des sous-A-modules fermés de P(Ad(A)) , que
tho(l“) = mH{) N P(Ag(A)) , que 7MH(T) = pA® Wmo(r) et que, avec les notations

du n°Iv.1.1, om@) = ?ML(GT)
Si 1l'on pose, en outre

20 = faeP(I®) | orY) = o @] |
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on voit que £() < 77(340(1“) et que &) = S(Gr)
De plus, il est clair que le quotient MH(T) = mu(l“)/p[\d(A) , qui n'est
autre que MH(GF) , s'identifie canoniquement & ?7{3:&0(1“)/13/\(3(1-\)

Comme GI“ est connexe, MH({[) = MH(GF) peut &tre considéré comme
un A[[F]] -module & gauche. On voit tout de suite que quo(l") est un sous-
A[[E]] -module fermé de P(Ad(A)) et que la structure de A[[F]] -module sur

0
MH() est la structure quotient.

Soit (") 1'application A-linéaire

incl. proj.can.

MH(T)

£() muo(r)

On sait (cf. remarque 2 du n°III.6.1) que se donner un Dk-module pro-
fini M sur lequel l'action de F est injective tel que dimkM/EM < to
revient & se donner un A[[F]] -module & gauche de type fini sur lequel 1'action
de F est injective et qui vérifie pMcFM . La catégorie /\; définie au
n° IV.1.2 peut donc étre considérée comme la catégorie dont les objets sont

les triplets (g,M,p)

N 'Y

s od M est un A[[F]] -module & gauche de type fini, avec action de [ in-

jective, tel que pMcFM ,
m ol § est un A-module libre de rang fini,

m ol p : & - M est une application A-linéaire telle que !'application
5 : £/ps - M/_E_M induite par p , par passage aux quotients, est un iso-

morphisme.

En paraphrasant les résultats du §1 du chapitre IV, on voit alors que la
correspondance T - £MH(T) = (£(),MH(),p()) peut étre considérée, de ma-
r;iére évidente, comme un foncteur contravariant additif de la catégorie des lois
de groupe formel sur A dans /\; , qui induit une anti-équivalence entre ces

deux catégories.

On voit, en outre, que NH({IT) et MH() ne dépendent que de la réduc-

tion I, "de T modulo p et que le foncteur, qui a rk associe

k

I\/IH(l"k) = MH(') (ot T est un relévement arbitraire de rk) , induit une
anti-équivalence entre la catégorie des lois de groupe formel sur k et celle

des A[[F]] -modules & gauche, de type fini, avec action de F injective et
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pM c EM

Ces résultats sont essentiellement, et au langage prés, ceux de Honda

([32]) dans le cas particulier ol la base est soit A soit k . Nous nous pro-

os

posons, dans les n suivants, d'indiquer comment se construit le "dictionnaire";

S

cela revient, en fait, & expliquer comment on peut construire explicitement le
triplet E£MH() & partir de la connaissance du "logarithme" de T et vice-
versa.

2.4. Pour tout entier d=1 , notons 1'anneau des matrices carrées (d,d)

Uy
a coefficients dans A[[F]] . Avec des notations évidentes, toute matrice

o
uemd peut s'écrire, d'une maniére et d'une seule, sous la forme u = J Cf_v,

avec les C des matrices carrées (d,d). & coefficients dans A . Avec
v

Honda, disons qu'une matrice u = f} Cvﬁv € Qld est spéciale si C0 = p-ld
=0
(ol 1d est la matrice unité). v

. ; . C .
Soit maintenant (£,M,p) un obJetNde hy et soit (zi)1sisd une base
de & sur A . Pour tout i , posons ei= p(ei) . Comme [ est un isomor-
phisme, les Ei engendrent M comme A[[E]] -module. Comme pM c FM ,

on voit qu'il existe des éléments aij ¢ A[[F]] tels que, pour l<is<d ,

~ d ~
p-¢, = 2 a, Fe,
j=1 4T

Autrement dit, si l'on note ue %, la matrice p-lcl - (aij)E , on voit

d
que u est une matrice spéciale et que l'on a

en notant ¢ la matrice colonne des Ei .

Cette matrice spéciale u n'est, bien sQr, pas uniquement déterminée.
Outre le fait qu'elle dépend du choix d'une base de & , on voit qu'elle est
définie a multiplication & gauche par un élément de Ad de la forme
1+ ‘Z C E\’ prés.

v=1 "V

Réciproquement, & toute matrice spéciale ueiud , on peut associer un
objet (£,M,p) de A; , muni d'une base de & sur A :
® on pose £=Ad:

® si est la base canonique du A[[F]] -module a gauche (A[[F]] )d ,

€)1 cica
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et si u est la matrice des uij , on note M le quotient de (A[[E]] )d
d

par le sous-A[[F]] -module engendré par les 2 uijej , pour 1ls<isd ;
J':

1
e si (g.) est la base canonique de § = ad , l'application p est celle

1" 1<icd
qui a ¢; associe 1'image de ey dans M .

2.5. Soit T une loi de groupe formel & d paramétres sur A et soit

(£, M,p) = $§MH()

Il résulte facilement du n°® 2.3 que, pour i = 1,2,...,d, il existe un
élément ei €& et un seul tel que ei EXi (mod (/\g(K))Z) et que le d-uple
31'22""'% est une base de § sur A ; nous le notons er et 1'appelons

la_base canonique de §& (Honda l'appelle le "transformer" de T). Il est com-

mode de considérer el“ comme le vecteur colonne
¢
2

%y

et nous notons EI‘ le vecteur colonne des Ei = p(ei)

Soit alors wu e zud une matrice spéciale telle que u-fr =0 . Pour
i=1,2,...,d , la i-éme composante du vecteur colonne u-er appartient au
noyvau de la projection de P(/\g(A)) sur P(Ag(A))/pAg(A) et est donc de la
d(A) . Comme u = pl

forme pa, , avec aie A +vE , avec vemd , on voit

0 d
que
d 2
a. = X, (mod (A_(A)7)
i i 0
Connaissant er , on peut calculer explicitement une matrice spéciale u
N ©
telle que u.EF = 0 : on cherche u sous la forme u = 3 CV_EV , avec les
v=0

C des matrices a coefficients dans A , et les C\) se calculent de proche
v

0" p-ld et, si CO'CI""’C\)—I

le relévement arbitraire d'une matrice a coefficients dans k qui est unique-

en proche : on a C sont choisis, Cv est
ment déterminée : soit e'i la i-éme composante- du vecteur colonne
-1 d d
+C, F +...+ Ve i ' + Y
(CO Cl— Cv_lg ) eI‘ on voit que e, € p/\O(A) F Ay

toute matrice C = (cij) , & coefficients dans A , la i-@éme composante e‘i‘

(K) et que, pour

+ + .+ v-1 vy, Srifi
de (C0 CIE . C\)—IE +CE") 21“ vérifie
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W S v Ay HL
pl=e v L oo (cij)Xg? (mod (1K) )

il doit donc exister des Clij €A tels que

d v
. . P . d d
e} = .2 cijxj (mod pAO(A) + (AO(K))

j=1

V1
P

et la matrice C = (cij) est déterminée, modulo p , par
)

cjy = -c_v(c'ij) (mod pA) , pour 1=<i,j=d
2.6. Réciproquement, soit (£,M,p) un objet de /\z . Choisissons une base
21,82,...,2d de §& sur A et soit ueiud une matrice spéciale telle que,
avec des notations évidentes, u-& = 0 . Si l'on veut que ¢ s'identifie & la
base canonique el“ du A-module &() d'une loi de groupe formel T définie
sur A , telle que (£,M,p) s'identifie & £MH(T) , il résulte de ce qui pré-
céde qu'il doit exister un d-uple al,qz,...,ad d'éléments de /\g(A) , vérifiant
d(.I—\))Z) pour tout i , tel que, si on appelle o le vecteur

0
colonne dont la i-éme composante est ai , on ait

o, = X, (mod (p
i i

. = pa
UET p

On voit que, pour a fixé, cette équation a une solution et une seule

dans (l\d(K))d (la matrice u est inversible dans 1l'anneau des matrices car-

0 1 1

rées (d,d) & coefficients dans K[[F]] et on a er =u t.pa = pu “t.q) et

que cette solution est, en fait, un vecteur colonne dont les composantes sont

d
3 coefficients dans P(AO(A))

Il n'est alors pas difficile de vérifier, en utilisant les résultats rappelés
au n° 2.2, que, pour toute base 81,22,...,8d de & sur A , toute matrice

telle que u-E = 0 , tout d-uple Gy Gy reees Oy d'éléments

spéciale ued¥ !

d

2 C o _
de Ag(A) satisfaisant a, = Xi (mod(/\g(A)) ) , si l'on pose er = pu

l'unique d-uple T'(X,Y) de séries formelles sans terme constant, & coefficients

a .
dans K , vérifiant ZF(T(}_Q,E_{)) = el“(}"() + ZP(X) , est une loi de groupe formel
définie sur A (i.e. les coefficients de T sont, en fait, dans A) telle que
sMH(r) s'identifie & (£,M,p) . On vérifie en outre qu'en faisant varier la
base 21,62,...,2d , la matrice u et le d-uple o , on obtient toutes les lois
de groupe formel définies sur A telles que £MH() =~ (£,M,p) (en fait il

suffit de faire varier la base et, la base étant choisie, soit de fixer u et
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faire varier ¢ , soit de fixer o et de faire varier u)

Tous les résultats que nous avons obtenus sur les groupes formels lisses
et connexes, de dimension finie, sur A ou sur k , peuvent alors se tradui-

re en termes de matrices spéciales : on retrouve ainsi les énoncés de Honda.

Remarque : Honda travaille, en fait, dans un cadre plus général : la base 9
est l'anneau des entiers d'un corps de caractéristique 0 muni d'une valuation
discréte, a corps résiduel k de caractéristique p#0 . Honda suppose donné,
en outre, un endomorphisme 1 de © induisant, par réduction modulo 1'idéal
maximal, un endomorphisme T de k qui est une puissance strictement posi-
tive du Frobenius absolu. Honda construit alors une famille de lois de groupe
formel définies sur 9 ; il montre que, lorsque p est une uniformisante de ©
et T est le Frobenius absolu, il obtient ainsi toutes les lois de groupes for-
mels définies sur © . Lorsque © est complet et k parfait, L. Cox (dans
le cas de dimension 1, cf. [9] et [10]) et J.M. Decauwert (dans le cas géné-
ral, cf. [11] et [12]) ont montré que les lois de groupe formel construites par
Honda sont exactement celles qui, aprés une éventuelle extension non ramifiée
des scalaires, peuvent étre munies d'une structure de A-module formel, ol A
est un sous-anneau de £ tel que l'extension 9O/A est non ramifiée.
Decauwert explique en outre comment ces constructions peuvent s'interpréter en

termes de modules de Dieudonné.

§3.- Théorie de Cartier (courbes typigues)

Dans ce paragraphe, les hypothéses et les notations sont celles du cha-

pitre III.

3.1. Appelons Dk—module a gauche (resp. & droite) de type &cf tout Dk—
module & gauche (resp. & droite) M séparé et complet pour la topologie F-
adique sur lequel l'action de [ est injective et qui est tel que M/EM

(resp. M/MF) est de dimension finie sur k

N

Les D, -modules & gauche (resp. & droite) de type ¢&cf forment une sous-

k
catégorie pleine de la catégorie des Dk—modules topologiques & gauche (resp.

a droite). On sait (prop. 6.1 du chap.IlI) que le foncteur M induit une anti-
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équivalence entre la catégorie des groupes formels lisses et connexes de di-

mension finie sur k et celle des Dk—modules a gauche de type ¢cf .

Nous nous proposons de construire une dualité entre Dk—modules a gau-

che de type ¢gcf et Dk—modules a droite de type gcf

-n
3.2. Pour tout entier nx1 , posons Brl =p A/A , et considérons le A-

module akc= T] B . Avec des notations évidentes, tout élément de @ic s'é-

n>1

crit d'une maniére et d'une seule sous la forme 2 bnT'n , avec bn ¢ p "A/A.

n>1
Posons en outre T'0 = 0 . On munit ®k d'une structure de Dk-bimodule

en posant
)\(anT;,l) = Z’)‘bnTiq , pour tout A ¢A ,
E(Zb T) =Zob )T .\ .
'W(Zb 1) = ool )T!
et
[(Zb T = Zcrn(x)bnT;1 , pour tout X\ €A,

(anTn)E =2b T . -

(b, T)V = Tpb, T,

I1 est clair que @Bkc est un Dk—module 3 gauche (resp. a droite) séparé

et complet pour la topologie F-adique, sur lequel l'action de [F est injective.

Pour tout D, -module & gauche M de type ¢gcf , notons

;olitg(Ml@ff) le D, -module & droite des applications Dk—linéaires a
k

MY = Hom K
gauche continues de M dans @EC; on voit que MY est un Dk-module a
droite, séparé et complet pour la topologie F-adique, sur lequel l'action de F
est injective. Il est clair que la correspondance M - MV est, de maniére

évidente, un foncteur contravariant additif.

On définit de la méme maniére un foncteur contravariant additif de la ca-
tégorie des Dk—modules & droite de type ¢gcf dans celle des Dk—modules a
gauche, séparés et complets pour la topologie F-adique, avec action de FE

cont
injective : & N on associe N’ = HomDon (N,@BO).
k—d k
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PROPOSITION 3.1.-

i) 8i M (resp. N) est un Dy -module & gauche (resp. & droite) de type

gcf , MV (resp. N*) est un Dy -module & droite (resp. & gauche)
de type @cf .

ii) Le foncteur M — MY induit une anti-équivalence entre Dk-modules

a _gauche de type fcf et Dk—modules a droite de type &cf et le

foncteur N -~ N7 est un gquasi-inverse.

Démonstration : on a défini au n° III.5.2 le Dk—bimodule @T|< formé

des éléments de la forme 2 aT , avec
nn
nez

€ K/A si n<0
%n
€eK/p ™A si n=0
Pour tout entier r >0 , soit @Tk : le sous—Dk—bimodule de @Tk for-

mé des 2a T  vérifiant

n n
=0 si n<-r
-n-r )
a {€mp A/A si -r<ns<0
€ PP TA/ A si n>0
)

Notons @T‘((r le Dk-bimodule qui

B en tant que D, -module & gauche est @T

k k,r '

B en tant que Dk—module a droite est le module déduit de @T par l'exten-

: k,r
sion des scalaires ¢

(r)
. k k,r
de D a gauche est la méme et celle de Dk a droite est définie par, pour

K (r)
tout ZanTrl c @Tkr ,

s

Autrement dit, T s'identifie en tant qu'ensemble & @T ; l'action

n-r
(ZanTn)k =20 (k)anTn , pour tout A €A ,

(Z anTn)E =z anTn+1

T =

(= n n)'\Z ZpalnTn—l

On voit tout de suite que 1'application n @Tl(:H) - TI(:) , qui a

, est D -linéaire & gauche et a droite, surjective ;

+1
) +
son noyau est formé des a ¢ @Tl((r 1) tels que Fa = 0 , ce qui équivaut &

2a T associe »a T
nn n n
alFF = 0
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On voit aussi que l'application .n(r) : ®€kc_’ @T(r) , qui a i b _T!

k nn
© n=1
associe 2 b T , est D, -linéaire & gauche et & droite, surjective ; son
=l - ©+) @)
c_r r+1 r fc . .
noyau est E_r®k = kE . Comme, en outre, nro n =n s ®k s'identi-

(r)
K o
qu'a droite (la topologie étant la topologie F-adique sur ®k et la topologie de
(r)
r & K :
est le conoyau de F  dans k (comme

fie & lim T en tant que Dk—module topologique, & gauche aussi bien

la limite projective, avec topologie discréte sur les quotients, sur lim @T
(r)

Dans cette identification, Tk

module & gauche aussi bien qu'a droite).

Soit alors M un D, -module, par exemple & gauche, de type ¢2cf . On

a MY = Homg':itg(M,@f) = HOmCD(:itg(M,lir_n @Tl(:)) = lim Hoka_g(M,(H)T‘(:)) -
= lim Hoka_g(M/f_rM,@)T‘(:))

Pour tout Dk—module a gauche L , notons L(—r) le Dk—module & gauche
déduit de L par l'extension des scalaires 6T (on convient en outre d'iden-

-r)

tifier L et L( comme Zp[ﬁ,y_] -modules en posant a = lga) . Soit

L () . o s . r -
v, Tk - ®Tk,r 1'application qui a ZanTn associe Y. o (an)Tn . On véri
fie immédiatement que, pour tout Dk—module a gauche L , l'application qui a
® € HomD (L,@T‘({r)) associe Ve ® définit un isomorphisme du Dk—module

-g
k
(r) (-r)
3 i L ,0T
3 droite I—Ioka_g(L,@Tk) sur Hoka_g( c) k,r)
On peut donc identifier Hoka_g(M/ErM,QDT‘(:)) a
ro(-r) _ (~1) pulq,(-1)
Hoka_g((M/_P_' M) ’®Tk,r) = Hoka_g(M /EM ’®Tk,r)
Comme il est clair que @Tk r est le noyau de _lir dans @Tk , considéré
comme Dk—module a gauche, on a aussi
r (r), _ (-r) r. (-r)
Hoka_g(M/_E M’®Tk ) = Hoka_g(M /EM '®Tk)

r
Autrement dit, avec les conventions du n° III.5.2, HomD _g(M/ErM,QBT‘(())
k
) 3

s'identifie canoniquement au dual (M(—r)/ErM(_r) du D, -module & gauche

fini MU /ETMOT) | On a donc M = lim (MU ETMUT)® et il est facile de
voir quelle est l'application de transition

f;‘f : (M(—r—l)/gr+1M(-r-1))*_»(M(—r)/ErM('r))* .
(-r)

le Frobenius F définit une application Dk—linéaire a gauche de M dans
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(-r-1) o . o NPT
M qui induit, par passage aux quotients, une application Dk—hneaxre a
gauche
- - —r-1 .
£ . M( r)/ErM( r)_, M( r )/Fr+1M( r-1) ,

r L
et f': est la fléche duale. En particulier, comme l'action de F sur M est
injective, fr est injective et f;* est surjective.

On en déduit immédiatement que (M(—r)/f_rM(_r))* s'identifie a MV/MVEr
et la proposition résulte facilement de la dualité entre Dk—modules finis a gau-
che et Dk—modules finis a droite définie par le foncteur L ~ L¥ (prop.5.2

du chap. III).

3.3. Pour tout anneau commutatif R , nous notons A(R) = R[[T]] l'anneau

des séries formelles en une variable a coefficients dans R .

Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur k

Avec Cartier ([7]), nous appelons courbe de G tout élément du groupe topo-
logique G(p(k)) = G(k[[T]]) = lim G(k[T]/Tn) et nous notons C(G) le grou-

pe des courbes. Comme l'a remarqué Cartier, ce groupe est muni des endomor-

phismes suivants

a) pour tout x €k , on note (x) l'endomorphisme de C(G) induit
par l'unique endomorphisme du k-anneau profini pa(k) qui envoie T

sur xT ;

b) pour tout entier n =1 , on note v, l'endomorphisme de C(G)

induit par l'endomorphisme de Ak) qui envoie T sur T9 ;

c) pour tout entier n =1 , notons Tl'TZ""'Tn les n racines (dis-
tinctes ou non) du polyn®éme xB-T dans une cloéture algébrique du
corps des fractions de p(k) et /\(n)(k) le k-anneau profini
/\(k)[Tl,Tz,...,Tn]k ; pour 1 <is<n , soit N 1'homomorphisme de
C(G) dans G(/\(n)(k)) induit par l'homomorphisme du k-anneau pro-

fini  A(k) dans /\(n)(k) qui envoie T sur Ti;on vérifie facile-

i=
C(G) et d'un seul (par 1'homomorphisme induit par 1l'inclusion de

n
ment que, pour tout o € C(G) , oy provient d'un élément de
1

Alk)  dans /\(n)(k)) ; nous notons F

e cet élément.

Une courbe o ¢ C(G) est dite typique si ano = 0 , pour tout entier n
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premier & p . Il est clair que l'ensemble CT(G) » des courbes typiques de G
est un sous-groupe fermé de C(G) stable par les opérateurs (x) , pour xX€k,
Pp et Vp . On voit aussi que l'on peut considérer CT , de maniére évidente,
comme un foncteur additif de la catégorie des groupes formels lisses et
connexes, de dimension finie sur k , dans celle des groupes abéliens topolo-

giques, munis d'endomorphismes (x) , pour x€k , Fp et Vp

Remargue : on évitera de confondre les groupes C(G) et CT(G) définis ici
lorsque G est un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur k

avec les groupes notés de la méme maniére définis au n°III.5.1 lorsque G

est un p-groupe fini sur k

(1)

3.4. Pour tout Dk—module a gauche M , notons M le Dk-module a gauche

déduit de M par l'extension des scalaires o (cf. n°IV.3.1). Si R est un

k-anneau fini ou profini, on pose CW](:)(R) = (CWk(R)(l) . Rappelons (id.)
-~
que tout élément de CWf{l)(R) peut s'écrire comme un covecteur

- ,...,a_z,a_l) dont les composantes sont des éléments de R indexés

n
par les entiers < -1 . L'application v, qui a a = (...,a_n,...,a_l,ao)eCWk(R)
associe (...,a_n,...,a_z,a_l) € C/Wl((l)(R) est une application Dy -linéaire sur-
jective de C?Nk(R) sur C/W!(:)(R) dont le noyau est le noyau de V dans
CWk(R)

Soit A = W(k) et soit § = AA) = A[[T]] ; on a donc

s, = 8/pg = 8 &, k = K[[T]] = alk)

On a défini (cf. prop. 5.5 du chap.Il) un isomorphisme w C/Wk(gk) - P(8)/pS .

k "k
déduit donc de Wg , par passage aux quotients, un isomorphisme

(1) | (1)
Wg : ka

On voit que 1'image ‘par we du noyau de V dans CW (g, ) est g/pg . On

(gk) — P(g)/s .

Soit maintenant G un groupe formel lisse et connexe de dimension finie
sur k , et soit M = M(G) . On sait (cf. th.1l du chap. III) que, pour tout k-

anneau fini R , le groupe G(R) s'identifie, canoniquement et fonctoriellement,

au groupe Hom%ont(M,C/Wk(R)) ; il est clair que ce dernier groupe est canoni-
k ~
quement isomorphe au groupe Hom]%ont(M(l),CWl((l)(R)) . Par passage a la limi-

k
te, on voit que C(G) = G(k[[T]]) s'identifie a Hom%int(l\/l(l),C/Wlil)(k[[']?]] ).
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Finalement, 1'application w(l) permet d'identifier le groupe C(G) au groupe
cont S
HomD
k ~
structure de Dk—module topologique déduite de celle de CW(kl)(k[[T]]) par

(M(l),P(S)/g) (en munissant le A-module topologique P(g)/S de la

transport de structure).
i i
On voit (cf.n®11.5.5) que P(8) est formé des séries formelles 3 aiT .
i=0
avec les 3y € K wvérifiant ia; € A, pour tout i . Avec des notations éviden-

i, s
tes, P(8)/s est le A-module formé des éléments de la forme 3 aiTl , avec
i=0
-1
ag € K/A et a; € i "A/A , pour i=1 . On voit facilement que l'action de

F etV sur P(g)/s est définie par
E(ZaT) = £ oa)F?
~iyo -1 ~i
v(Z aiT) = 2.po (aip)T

Considérons les endomorphismes suivants du A-module P(8)/s :

a) pour tout x € k , soit \;X(Zaifl) = Z[x]lai'f1 (ot [x] est le
représentant multiplicatif de x dans A = W(k)) ;
. , ~1 ~ni
b) pour tout entier n=1 , soit vn(ZaiT) = ZaiT ;

c) pour tout entier n>1 , soit fn(}:aifl) = Znainfl .

On vérifie facilement que, lorsque l'on identifie C(G) &

t
Hom%On (M(l),P(g)/g) , on a, pour tout u€ C(G) ,
k
(X)u = Vo © u , pour tout x €k ,
(1) Vnu = v eu , pour tout entier n=1 ,
Fu=1f cu , pour tout entier n=>1
n n
d &
D'autre part, il est immédiat que 1'application, qui a 2 bnT;1 ¢ ®k
n=1
© ~.n
associe > bnTp c P(s)/s , est Dk-linéaire & gauche, injective. Nous l'uti-
n=1
lisons pour identifier t; a un sous-Dk—module a4 gauche de P(g)/s .

cont
D
on a Fnu = 0 si et seulement si l'image de u est contenue dans le sous-

Les formules (1) montrent que si u € Hom (M(l),P(S)/S) et si n=1,

A-module de P(8)/8 formé des Zaifl tels que a = 0 , pour tout i=0

Si 1'on veut que cette condition soit satisfaite pour tout entier n premier a p,

on doit avoir a; = 0 si i n'est pas une puissance de p et on en déduit
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1 . ;
gu'un élément u € Hom%ont(M( ),P(g)/g) est une courbe typique si et seule-

& .
ment si l'image par u de M(l) est contenue dans ®k . On a donc démon-

tré la proposition suivante

PROPOSITION 3.2.- Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension

finie sur k . Le groupe C(G) (resp. CT(G)) s'identifie, canoniquement et

t 1
fonctoriellement en G , au groupe HomCDOn (1\_/1( )(G),P(S)/é)

& 1 1
tesp. MP@NY = womP™ MM(@),6) (ena pose MM @) - ™)
-

3.5. Rappelons que tout Dk—module a droite L peut eétre muni d'une structure
de Dk—module d gauche en posant, pour tout a€ L ,

Aa = an , pour tout A €A ,

Fa = aVv ,

Va = of

Nous appelons cette structure la structure de Dk—module a gauche induite par
la structure de Dk—module a droite.

PROPOSITION 3.3.- Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension |

0 _ g

finie sur k et soit M =M

i) il existe sur le groupe topologique CT(G) une structure de Dk—

module topologigque & gauche et une seule telle gue, pour tout ¢ CT(G),

[x]ow = (xyp , pour tout x¢ck ,

= t =Vo ,
Ep = Fpo et Vo = Voo

1 cont 1) &
ii) lorsque l'on identifie CT(G) au_groupe (M( ))V = Hoka_g(M( )’®k) .

cette structure de Dk-module a gauche est celle qui est induite par la

1
structure de Dy-module & droite de (M( ))V

Démonstration : il est clair que, s'il existe une structure de Dk—module

topologique & gauche sur CT(G) vérifiant les conditions requises en (i) ,
celle-ci est unique. Il suffit donc, pour démontrer la proposition, de vérifier
que CT(G) , muni de la structure de Dk—module a4 gauche induite par la struc-
ture de Dk—module a droite de (M(l))\) vérifie bi(elr; ces conditions ; autrement

1 &
dit que, pour tout u : M( ) - ®k et tout ae M , on a
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((xyu)(@) = u(a).lx] , pour tout =xek ,
(Vpu)(a) u(a).F ,
_(Fpu)(a) u(a).v ,

N

ce qui se fait facilement a 1'aide des formules (1)

~

Cette proposition nous permet de retrouver le résultat suivant da a

Cartier ([7])

COROLLAIRE. - Appelons Dk—module a gauche de type "dual de <&cf" tout Dk_

module & gauche L , séparé et complet pour la topologie V-adique, sur lequel

l'action de V est injective, tel que L/VL est de dimension finie sur k

Alors,

i) si G est un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur

k , CT(G) est un Dk-module & gauche de type "dual de @¢cf" ;

ii) le foncteur G ~ CT(G) induit une équivalence entre la catégorie

des groupes formels lisses et connexes de dimension finie sur k

et celle des Dk-modules a gauche de type "dual de ecf".

En effet, CT s'identifie au composé des foncteurs G - M(G) ,
M - M(l) , N » nY . Le premier induit une anti-équivalence entre la catégo-
rie des groupes formels lisses et connexes, de dimension finie sur k , et
celle des D -modules & gauche de type &€cf (prop.6.1 du chap.Ill). Le se-

cond induit visiblement une équivalence de la catégorie des D, -modules a gau-

k
che de type' <f2cf sur elle-méme. Le troisiéme induit une anti-équivalence en-
tre Dk—modules a gauche de type fcf et Dk—modules a droite de type gcf
Enfin, il est clair que, si L est un Dk—module a droite, alors L , muni de
la structure de Dk—module a gauche induite, est de type "dual de 8cf" si

et seulement si L est un Dk-module a droite de type ecf

Remarque : on peut aussi déduire trés facilement des constructions qui préceé-
dent le fait (da & Cartier) que tout élément de C(G) s'écrit d'une maniére et

d'une seule sous la forme > V_y , avec vy € CT(G) (et ou 1I(p) est
n€l(p)
l'ensemble des entiers >0 premiers & p).

3.6. Lorsque l'on se restreint aux Dy-modules & gauche de type 2cf qui

sont libres de rang fini sur A (i.e. aux modules de Dieudonné des groupes

p-divisibles connexes sur k ), on peut donner une description plus simple de
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v
la dualité M - M

Soit, en effet, M un Dk—-module 3 gauche, libre de rang fini sur A
d .
Rappelons (cf. n°II1.6.3) que l'on peut munir le A-module M~ des applica-
tions A-linéaires de M dans A d'une structure de Dk~module a gauche, en

posant, pour tout u € 1\/ICl et tout ae M ,

(Fu)(a) = oluWa)) et (Vu)(a) = o~ t(u(Fa)) ,

et que la correspondance M =~ I\/Id définit une dualité dans la catégorie des

Dk—modules a4 gauche qui sont des A-modules libres de rang fini.

d
PROPOSITION 3.4.- lLes restrictions des foncteurs M - M~ et M+~ mY a

la catégorie des Dk—modules 3 gauche qui sont simultanément libres de rang

. v,
fini sur A et de type &cf sont naturellement équivalentes (on a muni M

de sa structure de Dk-module a3 gauche induite par sa structure de Dk—module

A droite).

Démonstration : soit M un Dk-module 3 gauche de type <&cf , libre de

& |, . . .
rang fini sur A . Pour tout u¢€ Md , soit pM(u) M - ®k 1'application dé-

finie par

2 -n n n '
p.(u@) = Z p o (u(y a)T! .
M n
n=1
On vérifie facilement que pM(u) est Dk—linéaire 3 gauche, donc que, pour
d
tout ue M, PM(U) e MY

d e R .
On vérifie aussi que pM M - MV est Dk—lmealre a gauche, 1i.e.

d
qu'elle est additive et que, pour tout u€M , tout aeM ,

pM(Xu)(a) = p\M(u)(a).x , pour tout A €A ,
pM(yu)(a) pM(u)(a)-£ )
pM(Eu)(a) pM(u)(a) v

Il est clair que p, est fonctorielle en M et il suffit donc pour

démontrer la proposition de vérifier que Pm est bijective. Sur M la topolo-

gie F-adique et la topologie p-adique coincident et il existe donc un entier

rm m .
r=1 tel que ErM c pM , ce qui implique F M c p M , pour tout entier
m=1

n n
Soit u € Ker om - On voit que, pour tout a€¢ M , u(Va) € p A, donc
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n n
que u(V M) ¢ p A , pour tout entier n=0 . Comme f_rmM cme\/I implique
rm
p M = MrmErmM c pmMrmM , on a, pour tout entier m=0 ,
+
prMu(M) = u(Pf™M) < pmu(yrml\/[) c pmTrm, , donc u(M) c pmA ; comme ceci

est vrai pour tout m ona u=0 et est bien injéctive.

oM
Pour tout a € M , notons a, I'unique élément de M tel que

m . 1z
Fa=p am . Soit u' un élément quelconque de M"Y . Pour tout a fixé

dans M , on voit que l'on peut écrire

' -n n '
u'(a ) =2p o (b )T,
m n,m n
ou bn m € A et est uniquement déterminé modulo pn . En écrivant que
rm m 1-
F a=p a , on montre facilement que p( r)mb € A . En écrivant que
. m rm,m
F _ Iy
Fa pam_'_1 , on vérifie que
-rm -r(m+1)+1
b =
rm,m P br(m+1),m+1 (mod A)

On en déduit que la suite des p(l'r)mbrm m converge vers un élément

’

u(a) € A . Il n'y a alors pas de difficulté a vérifier que 1'application a - u(a)

de M dans A est A-linéaire, donc que uc¢ Md et que pM(u) =u' , dou

la surjectivité.

COROLIAIRE.- Scoit G un groupe p-divisible connexe sur k et soit 1Dp(G)

son dual. Les Dk—modules 4 gauche CT(G) et M(I)GDP(G)) sont isomorphes,

canoniquement et fonctoriellement en G

(1)

En effet, CT(G) est canoniquement isomorphe & (M (G))\) (prop.4.2),

(M(])(G))v s'identifie a (1\_/1(1)((3))d d'aprés la proposition précédente, on voit
tout de suite que (I\_/I(l)(G))d s'identifie & (1\_/I(G)d)(1) , et M(G)d s'identi-
fie a 1\_/[(]Dp(G)) d'aprés la proposition 6.4 du chap. III, donc G\_/I(G)d)(l) s'i-
dentifie & Mm_@)" = MM (@)

3.7. Remarques :
1.- Si G est un p-groupe formel sur k , la connaissance de M(G)

(0 _ )

est équivalente a celle de (M(G)) G) (et on prendra garde que,

suivant les auteurs, ce qui est appelé "module de Dieudonné de G" s'iden-
1
tifie soit a M(G) , soit a 1_\_/1( )(G)). On peut se demander s'il est plus com-
1
mode de travailler avec M(G) ou avec M( )(G) . Du point de vue adopté

dans ce mémoire, on voit que cela est indifférent lorsque l'on travaille sur k,
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mais qu'il est plus commode de travailler avec MI(G) lorsque l'on étudie les

relévements de G sur Wi(k)

On a vu que, pour interpréter les résultats de Honda c'est M(G) qui

(1)

convient le mieux, alors que pour ceux de Cartier c'est M (G) qui est le

plus naturel.

Lorsque l'on veut relier nos résultats & la cohomologie de de Rham (& la
maniére de Oda, [41], ou de Mazur-Messing, [38], chap.I, §4, via les ex-

1
tensions universelles), on s'apergoit que c'est 1\_/1( )(G) le plus naturel.

2.- Lorsque l'on veut relier nos constructions a 1'étude des extensions

universelles des groupes p-divisibles, les résultats s'énoncent plus commodé-

(1)

ment avec M (G) , mais, pour les obtenir, on travaille simultanément avec
1\_/I(1)(G) et MI(G) : soit B un anneau qui est soit k , soit A' (anneau
des entiers d'une extension finie totalement ramifiée, de degré e , du corps
des fractions K de A = W(k)), soit A'/m” (o0t m” est une puissance non
nulle de 1'idéal maximal m de A'). Soit C/\7VB le B-groupe formel défini
par restriction de CW aux B-anneaux finis (cf. n°II.4.1). On déduit fdcile—’
ment du §2 du chapitre II que le sous-anneau A[V] de Dk = A[F,V] s'i-

S

dentifie canoniquement & un sous-anneau de l'anneau des endomorphismes de
A\
CWB

Soit G un groupe p-divisible sur B , soit Gk =G ®Bk sa fibre spé-
ciale et soit EG l'extension universelle de G (cf. par exemple, [38],

chap.I, § 1). On peut montrer que, si B =k ou W(k) , le complété formel

EG de EG s'identifie canoniquement, et fonctoriellement en G , au B-

foncteur en groupes formels

: _ (1)
EG(R) = HomA[M]

Ce résultat reste-t-il vrai dans le cas général (i.e. B =A' , avec e#1 ,

(M (G ),C/WB(R)) , pour tout B-anneau fini R

k

ou B =A/m") ?

a

Notons, d'autre part, N(G) le A[V]-module & gauche Hom(ﬁG,CWB)
On construit facilement une application A[V] -linéaire & gauche de N(G)
dans 1\_/[(1)(G) . Lorsque B =A , on peut montrer que cette application est un
isomorphisme ; ceci reste-t-il vrai lorsque B = A' (avec e # 1) ? Que peut-

on dire dans le cas général ?
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Nous reviendrons sur ces questions dans une publication ultérieure ; ceci
nous permettra en particulier d'expliciter le lien entre nos travaux et ceux de
Mazur-Messing ([38]) donc aussi ceux de Grothendieck et Messing ([29], [30],
[(397).
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