

















4 INTRODUCTION.

Maintenant se pose naturellement la question suivante, Quelles
sont les circonstances qui ont permis de parvenir a 'inégalité amé-
liorée? Est-ce® que pour le probléme isopérimétrique général du
calcul’ des variations, on peut espérer trouver des inégalités ana-
logues? A cetle question j'ai donné une réponse dans un Mémoire
paru aux Acta mathematica. Mais, puisque dans le calcul des varia-
tions les circonstances sont toujours assez compliquées, il peut étre
commode de considérer pour commencer le probléme des extrema de
deux fonctions de deux variables, ce qui sera fait au Chapitre I de ce
Livre.

Soient les fonctions I(z, y) et K(z, y) définies dans un domaine
fermé du plan des (#, y). Le probléme des extrema liés consiste a
trouver le minimum de I(z, y') pour une valeur donnée de K (2, y).
On est amené a_chercher une fonction @ (K) telle que 'inégalité

I(2, y)— ®[K(z, y)]20

soit valable dans le domaine donné. Dans certaines circonstances
liges a la solution du probleme libre associé au probléme lié, savoir
de minimer la fonction 1(z, ) + 72K (2, y), on peut méme arriver &
une égalité améliorée, dans laquelle le second membre zéro est rem-
placé par une quantité positive en général.

Pour I(z, y)=f(2)+f(y), K(z, y) =2+ y, avec f'(z)20
I'inégalité extrémale prend la forme

J(z) = JS) z,/(‘” -iv’) :

2 2

(est cette inégalité extrémale que prend J. L. W. V. Jensen pour
définition des fonctions convexes. Dans le Chapitre 11, partant aussi
d’une condition plus générale, nous donnerons quelques théorémes
sur ces fonctions.

Les fonctions convexes sont nécessaires pour I'étude des figures
convexes, d’aprés Minkowski, étude qui sera exposée au Cha-
pitre 1II, dans lequel seront introduites de plus quelques notions
nécessaires aux recherches suivantes.

Le Chapitre IV traite le probléme des isopérimétres dans le plan
et sur la sphére. Et si 'on veut se borner a la conception intuitive
des figures convexes, on peut étudier ces Chapitres sans connaitre
les Chapitres 1-TIT.
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Le probléme des isopérimétres a été abordé par M. Hermann
Brunn sous un autre point de vue. Dans sa Thése on trouve la propo-
sition suivante : « Soit un corps convexe coupé par des plans paral-
leles. L'aire de la section a un maximum qui est atleint ou bien par
une section seule, ou bien par une série de sections qui forment un
cylindre. » Et il a aussi indiqué la validité du théoréme analogue
pour les corps a n dimensions. Soient maintenant F; et Iy deux figures
convexes situées dans deux plans paralleles et considérons en l'enve-
loppant, c’est-a-dire le plus petit corps convexe qui contient Fy
et Fy. L’aire d’une section paralléle aux plans de IYy et F, peut étre
exprimée par les aires S, et S, de F, et F; respectivement, et une
quantité nouvelle S, qui est appelée par Minkowskil'aire mixte de F,
et Iy. Le théoréeme de M. Brunn peut alors étre exprimé par I'iné-
galité de Minkowski S72>5,8S,, et si I, est un cercle, cette inégalité
devient précisément l'inégalité isopérimétrique. Cette théorie de
Brunn-Minkowski sera exposée dans le Chapitre V d’une maniére
nouvelle qui permet d’améliorer I'inégalité.

Suivant le point de vue de M. Brunn, Minkowski a fait la recherche

~ d’ane série linéaire et de corps convexes définie par deux corps

convexes donnés G; et Gy, et il a trouvé plusieurs inégalités trés
remarquables entre les volumes V, et Vg de G, et Gy et « les
volumes mixtes » V, et V, de ces corps. Une de ces inégalités
permet de résoudre le probléme des isépiphanes relativement aux
corps convexes. Dans le Chapitre VI on trouvera, pour le cas de
deux polyédres G, et C,, une explication géométrique des volumes
mixtes et des démonstrations des inégalités de Minkowski sous la
forme améliorée. Les inégalités ont ét¢ I'objet d’une recherche pro-
fonde par M. Hilbert. -

Ajoutons encore que la démonstration rigoureuse du théoréme cité
de M. Brunn pour les corps a n dimensions, a été donnée par Min-
kowski dans sa Geometrie der Zahlen dans la derniére feuille qui
n’a paru qu’aprés la mort prématurée du grand géométre.

Dans le Chapitre VI nous traiterons du probléme général des isé-
piphanes. Aprés les tentatives de Steiner le théoréme en question a
été démontré par H. A. Schwarz. A partir d'un corps donné il cons-
truit un corps de révolution de méme volume et d'une surface plus
petite. Et relativement aux corps de révolution il lui est possible de
faire usage de la construction de Weierstrass pour le probléme iso-
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périmétrique. La démonstration de Schwarz est valable relativement
a tous les corps dont les surfaces sont composées de parties qui ont
en tout point un plan tangent.

En 1913 M. Leonida Tonelli a étendu la recherche aux surfaces les

plus générales parla méthode directe, en adoptant comme définition de
la surface celle de Lebesgue. La démonstration de M. Tonelli est essen-
tiellement géométrique. Partant pour commencer d'un polyédre P, il
obtient par la construction de Schwarz un corps de révolution, dont
la surface est effectivement plus petite que celle de P. Ce corps de
révolution est alors arrondi par rapport a un axe de révolution B,
coupant a angle droit 'axe A da premier corps de révolution. Puis le
second corps de révolution est arrondi par rapport a A, le troisiéme
par rapport a B, et ainsi de suite. M. Tonelli montre que la surface
du corps est effectivement diminuée par chacune de ces construc-
tions, et que la série des corps tend vers la sphére ayant méme volume
que le polyédre de départ. Le théoréme est ainsi démontré pour un
polyédre, et M. Tonelli étend enfin la démonstration a une surface
tout a fait arbitraire, ce qui exige des considérations assez com-
pliquées.

Une troisiéme démonstration a été donnée en 1917 par Wilhelm
Gross qui considére des ensembles fermés avbitraires. Il fait usage de
la symétrisation de Steiner et de 'arrondissement de Schwarz et par
ces constructions il obtient aussi une série infinie d’ensembles, dont
la convergence est démontrée par un artifice assez ingénieux. Pour le
cas des corps convexes la méthode est exposée d’'une maniére trés
nette par M. W. Blaschke dans son Livre Vorlesungen iiber Diffe-
rentialgeometrie, 1, p. 179. Pour I'ensemble général, la recherche
est compliquée. Notons que la mesure de surface introduite par Gross
n’est pas identique a celle de Lebesgue.

Dans sa These (Gottingen, 1go3), M. I. O. Miiller applique les
méthodes du Calcul des variations en représentant la surface par des
coordonnées ponctuelles polaires, et supposant que le rayon vecteur
n’a qu’'un point commun avec la surface.

La démonstration que nous donnerons repose sur la construction
de Schwartz et sur une constraction analogue a celle que nous avons
appliquée pour le probléme des isopérimétres. On trouve pour les
polyédres une inégalité isépiphanique améliorée qui peut étre
étendue facilement a des ensembles assez généraux.
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INTRODUCTION. 7

Dans le Chapitre VIII nous reviendrons surla question des inégalités
isopérimétriques du Calcul des variations en général, nous indique-
rons des cas ou elles peuvent étre améliorées et nous montrerons que
les conditions trouvées sont satisfaites pour le probléme restreint des
isopérimétres dans le plan.



