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Introduction

Le but de cette note est de donner une démonstration complete du théoreme 4.1 de [5] qui
est seulement énoncé dans cette référence (voir théoreme 1.1 du présent papier pour un rappel de
I’énoncé). Commengons par rappeler brievement le contexte. Soient p un nombre premier, et k un
corps parfait de caractéristique p. On note W = W (k) anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans k, K le corps des fractions de W et o le Frobenius sur chacun de ces anneaux. On fixe K
une extension totalement ramifiée de Ky de degré e, d’anneau des entiers noté Q. On suppose
tout au long de ce texte er < p — 1. On fixe également K une cloture algébrique de K, on désigne
par Gk le groupe de Galois absolu de K et par I le sous-groupe d’inertie.

Dans [5], nous avons expliqué comment fabriquer un polygone & partir des poids de Uinertie
modérée de Serre (voir par exemple loc. cit. pour un rappel de la définition) & la semi-simplifiée
modulo p de toute représentation de G a coeflicients dans Q,. Nous avons en outre montré que si
la représentation est semi-stable, alors ce polygone, appelé polygone de l’inertie modérée, est situé
au-dessus du poygone de Hodge avec méme point d’arrivée. La question se pose alors de savoir
si n’importe quelle position satisfaisant cette contrainte peut étre atteinte. En réalité, Fontaine et
Laffaille ont montré dans [6] que cela ne se produisait pas lorsque e = 1 et V est cristalline : dans
ce cas, le polygone de l'inertie modérée est toujours confondu avec celui de Hodge. Hélas, comme
Pont montré Breuil et Mézard dans [3] ce résultat simple est mis en défaut lorsque V n’est plus
cristalline et deja dans les situations les plus simples : toujours lorsque e = 1, et en dimension 2, ils
ont montré que n’importe quel polygone compris entre le polygone de Hodge et celui de Newton
pouvait apparaitre pour les représentations semi-stables non cristallines. Le théoréme 4.1 de [5]
doit se comprendre comme un résultat qui va dans le méme sens que celui de Breuil et Mézard, a
ceci pres qu’il concerne les représentations cristallines avec e > 1.



1 Rappel de I’énoncé du théoréme 4.1 de [5]

Nous nous contentons de renvoyer encore une fois a [5] pour les rappels nécessaires au sujet des
bases de la théorie de Fontaine et de celle de Breuil concernant la classification des représentations
p-adiques semi-stables et de leurs réseaux, et notamment pour les notions de (¢, N)-module filtré,
d’admissibilité de ceux-ci, de polygone de Hodge, de Newton et de l'inertie modérée, de modules
filtrés sur Sk, associés et de réseaux fortement divisibles dans le sens de Breuil. Fixons malgré
tout quelques notations : 'anneau qui sert de base aux modules de la théorie de Breuil est S défini
comme le complété p-adique de lenveloppe & puissances divisées de W[u] relativement au noyau
de la projection s : Wlu] — Ok, u — 7 (et compatibles aux puissances divisées canoniques sur
pWu]). Cet anneau est muni d’un morphisme continu d’anneaux ¢ : S — S défini par ¢(u) = u?
et ¢(a) = o(a) pour a € W et d’une dérivation N : S — S, P(u) — —uP’(u). On définit également
Sk, = S@w Ko et S; = S/(pS+Fil’S) ~ k[u]/u? ot Fil? S fait référence & la filtration & puissances
divisées.

Le cas que nous souhaitons étudier est le suivant. Soient n; < ns des entiers positifs ou nuls
tels que e(ny + n2) < p — 1 (on prendra relativement rapidement ny = ny = 1, mais on préfere
commencer avec un peu plus de généralité). On pose r = ny + nsy et on définit pour tout £ € K,
le (¢, N)-module filtré suivant :

D(E) = Koel D K0€2
p(er) = p™er, plez) = p™2en

Fil'D(L)gx = --- =Fil'D(L)g = K(Ley + e3)
Fil’D(L)x = D(L)k, Fil' "' D(L) = 0
N=0

Dans le cas oll n; = ng, ce module est admissible si, et seulement si £ ¢ Q. Si n; # ng, il est
toujours admissible sauf précisément dans le cas ou ny > 0 et £ = 0. On suppose a partir de
maintenant que £ est choisi de fagon & ce que D(L) soit admissible. Le polygone de Hodge de
D(L) est directement visible sur la description précédente : c’est celui qui a pour pentes 0 et 7.
Dans la suite, nous allons successivement calculer le module filtré sur Sk, qui lui correspond par
la théorie de Breuil (section 2), puis dans le cas oit n; = ny = 1, nous allons trouver un réseau
fortement divisible a I'intérieur de celui-ci (section 3) puis finalement le réduire modulo p (section
4). Bien que nous supposons des la section 3 ny = ny = 1, nous espérons que la méthode utilisée
puisse se généraliser a d’autres situations; c’est la raison pour laquelle nous débutons cette section
par isoler un outil général qui semble pouvoir étre réutilisé dans des travaux ultérieurs.

Avant de pouvoir énoncer le théoreme 4.1 de [5] (celui que nous souhaitons démontrer dans ce
papier), nous avons encore besoin de fixer quelques notations. Ecrivons £ = a + p"Lo ol a € Q,
et Lo vérifie 'une des deux hypotheses suivantes (on rappelle que £ est supposé ne pas appartenir
a Q) :

(1) vp(Lo) =0 et I'image de Ly dans le corps résiduel n’appartient pas au sous-corps premier

(i) 0 <wvp(Lo) < 1.
ou v, désigne la valuation p-adique normalisée par v,(p) = 1. Définissons & présent Lo € Kolu]
I'unique polynéme de degré < e tel que Lo(w) = Ly. Comme Pon a supposé 0 < v,(L£) < 1, Lo
est & coefficients dans W et nous appelons A son terme constant. Notons finalement L et E’ les
polynomes dérivés respectifs de Ly et E.

Théoréme 1.1 (Théoreme 4.1 de [5]). Le polygone de Hodge de M a pour pentes v,(Lo) et

2 —vy(Loy). De plus, siv = UP(W((;))—&)))’ on a

1. si 0 < v < 1, alors T/pT est réductible et les pentes de son polygone de l'inertie modérée
sontl—vetl4ov;

2. siv =1, alors T/pT est irréductible et les pentes de son polygone de l'inertie modérée sont
0 et 2 (i.e. le polygone de Uinertie modérée est confondu avec le polygéne de Hodge).

Soulignons que lorsque e = 1, on a % =0, et donc T'/pT est toujours irréductible et

son polygone de I'inertie modérée a pour pentes 0 et 2 : c’est une instance du résultat de Fontaine
et Laffaille. Mais si, au contraire, e > 1, alors tous les couples (i,45) d’éléments de %N vérifiant



i < 4 et ¢ + i, = 2 peuvent apparaitre comme pentes du polygone de l'inertie modérée. En
effet, si x est n’importe quel élément de (’)[X{O dont la réduction modulo p n’appartient pas au sous-
corps premier, et si 0 < j < e est un entier, alors les parametres £ = 7, 4+ 7/ et x conduisent

respectivement & v = 0, £ et occ.

2 Calcul du module filtré sur Sk,

Par définition le Sgk,-module filtré associé & D(L) est D(L) = Sk, @k, D(L) muni du Frobenius
et de 'opérateur de monodromie obtenus par extension des scalaires. On a donc directement

D(ﬁ) = SK061 [S2) SKO(iQ

p(e1) = p™ier, plez) = p"2en
N(el) = 07 N(eg) =0

ou dans un léger abus de notation, on continue a noter e; et es les éléments 1 ® e et 1 ® es.
Déterminer la forme de la filtration demande par contre un peu de travail. Considérons, I'applica-
tion :
T, : Kolu]/E(u)" — K"
P - (P),P(n),..., P(T_l)(ﬂ'))

ott P() désigne la dérivée i-ieme du polynéme P. Il est clair que T, est Ko-linéaire et on vérifie
facilement qu’elle est injective. Comme les espaces de départ et d’arrivée sont tous les deux de
dimension er sur Ky, T, est une bijection. Notons £, I'unique polynéme de degré < er dont
limage par Ty est (£,0,...,0). Bien entendu £, peut également étre vu comme un élément de
Sk, -

Proposition 2.1. On a Fil'D(L) = (Lre1 + e2)Sk, + Fil" Sk, .

Démonstration. Apres avoir vérifié quelques compatibilités, la proposition peut s’obtenir comme
une application de la formule donnée dans la remarque finale de [1] (celle qui suit la preuve de la
proposition A.4). Nous donnons malgré tout ci-dessous une démonstration plus directe qui n’uti-
lise que la définition de la filtration. Précisément, nous allons prouver par récurrence sur s que
Fil*D(L) = (Lre1 + e2)Sk, + Fil’Sk, pour tout s compris entre 0 et 7. La proposition s’ensuivra
directement.

L’initialisation de la récurrence est immédiate. Fixons a présent un entier s < r et supposons
que lon ait réussi & montrer Fil*D(L) = (L,11e1 + €2)Sk, + Fil*Sk,. Par définition

Fil**'D(L) = {x € D/ N(x) € Fil*D(L), f(x) € Fil'D(L)}.

La derniere condition « f,(z) € Fil' D(L) » étant équivalente & = € Fil'D(L), on obtient en utilisant
la décroissante de la filtration et N(Fil**'D(L)) C Fil*D(L), la suite d’implications suivante :

(x € Fi*T'D(L)) = (x € Fil*D(L), N(z) € Fil*D(L))
= (z € Fil'D(L), N(z) € FiI*'D(L)) = (z € FiI*™'D(L)).

Toutes ces implications sont donc des équivalences, d’ott on déduit que FilSHD(E) s’identifie &
I’ensemble des © € Fil*D(L) pour lesquels N (z) € Fil*D(L). Considérons maintenant z € Fil*D(L).
D’aprés 'hypothese de récurrence, il existe des éléments A et B dans Sk, tels que © = (AL: +
BE(u)*)é; 4+ Aéy (mod Fil**! Sk, D(L)). Un calcul direct donne :

N(z) = (N(AL,+AN(L,) +tBE(u)* 'N(E(u)))é1 + N(A)é,
(N(A)L, +tBE(u)* ' N(E(u)))é; + N(A)és (mod Fil°Sg,D(L))

la derniére congruence s’obtenant apres avoir remarqué que N(L,) = —uL’.(u) est multiple de E(u)®
étant donné que par définition toutes ses dérivées d’ordre < r — 1 (et donc a fortiori d’ordre < s)
s’annulent. Ainsi, en utilisant & nouveau I’hypothese de récurrence, on trouve que z € Fils+1D(£) si,
et seulement si tBE(u)* "' N(E(u)) € Fil*Sk,, i.e. BN(E(u)) € Fil' Sk,. Comme Sk, /Fil' S, =~
K est un corps et que N (E(u)) ne s’annule pas dans ce quotient, cela équivant encore & B € Fil's Ko
a partir de quoi ’hérédité s’obtient directement. O



3 Calcul d’un réseau fortement divisible

Nous cherchons maintenant & construire un réseau fortement divisible & l'intérieur de D(L),
essayant par la-méme de généraliser 'exemple 2.2.2.(4) de [2] (qui est le point de départ de tout
notre calcul). En réalité, nous n’allons y parvenir comme cela a déja été dit que pour ny = ng = 1,
ce qui sera déja suffisant pour mettre en défaut I’analogue du résultat de Fontaine-Laffaille expliqué
dans l'introduction. Nous commencons toutefois par donner un outil pour construire des réseaux
fortement divisibles qui s’applique a tous ni et no, et donc — nous 1’espérons — pourra étre utilisé
fructueusement dans de futures références.

3.1 Un outil pour obtenir des réseaux fortement divisibles

Définition 3.1. Pour tout élément X € Sk, on appelle r-iéme troncation de X et on note
tronc, (X) l'unique polynéme en u & coefficients dans Ky de degré < er congru & X modulo
Fil" Sk, .

Le lemme suivant réunit quelques propriétés immédiates de I’application de troncation.
Lemme 3.2. 1. L’application tronc, est Ky-linéaire.

2. Pour tous X etY dans Sk,, on a l’équivalence :

X =Y (modFil"Sk,) <= tronc,(X) = tronc,.(Y).

3. Pour tout X € S, on a ¢(X) = ¢ o tronc,.(X) (mod p"S).

Démonstration. Les deux premieres propriétés sont évidentes. Pour la derniere, il suffit de remar-
quer que X — tronc,(X) € SNFil"Sk, = Fil"S et que ¢(Fil"S) C p"S. O

Proposition 3.3. On suppose donnés un entier relatif n et un élément Z € p™~™ 8 satisfaisant
limplication suivante :

L JAES H(A) e pm S
H(L) - {A(Z — Lyp"27™) € p"S 4+ Fil" Sk, - {d) otronc,(AL,) = ¢(A)Z (mod pt™ 9)

Alors le S-module engendré par Zey + p™~™ey et pe; est un réseau fortement divisible dans
D(L).

Démonstration. Définissons f; = Zei; + p™ "ey et fo = p"e;. Le déterminant de la matrice

" Z

(p 0 pra-m ) étant manifestement une puissance de p, il est clair que le S-module M = S f1+ S f5
est libre et qu'il vérifie M ®g Sk, = D. Il ne reste donc qu’a montrer que ¢(Fil"M) C p" M o,
par définition, Fil" M = M NFil"D. Soit x € Fil" M. Alors z € M, d’olt on déduit qu’il existe A
et B dans S tels que © = Af; + Bfs. Cette derniere égalité se réécrit encore :

x=Ap™m " (Lrer +ex) + (p"B+ AZ — ALp™ T )eq
ce qui, combiné & I’hypothese « x € Fil"D » et a la définition de Fil"D, montre que
p"B+AZ — AL, p"™™ € Fil"Sk,. (1)

En particulier A(Z — L,p™~ ™) € p"S + Fil"Sk, et le prémisse de H(L) est satisfait. Ainsi,
par hypothese, p™t divise ¢(A) et ¢ o tronc,.(AL,) = ¢(A)Z (mod p™+t™ S). Rappelons que nous
souhaitons obtenir ¢(z) € p" M. Les égalités

¢() P G(AZ)er + P g(A)es + "M G(B)er
PRo(A) fi + [P TO(AZ) + pM d(B) — p" T G(A)Z] f
assurent que cela équivaut & démontrer que p” divise & la fois p"2¢(A) et p™ " H(AZ) + p™ d(B) —

p"2 " ¢(A)Z. Pour le premier, ¢’est immédiat puisque I'on sait que p™* divise ¢(A). Pour le second,
on remarque dans un premier temps que la condition (1) entraine grace aux sorites du lemme 3.2 :

p™ tronc, (B) + tronc,(AZ) = p™2~ ™ tronc, (AL,)



puis :
p"¢(B) + ¢(AZ) = p"> "™ ¢p o tronc,.(AL,) (mod p" "1 S)

(on rappelle que Z est dans p"~™.S par hypothese). On est donc ramené & prouver que p"2~ "¢ o
tronc,. (AL,) = p™2~"¢(A)Z (mod p"S), ce qui s’obtient directement en multipliant par p™2~" la
congruence ¢ o tronc,(AL,) = ¢(A)Z (mod p™*"S). O

3.2 Lecasni =ny=1

A partir de maintenant on suppose ny = ng = 1 (et doncr =2 et p > 2e + 1). Le but de ce
paragraphe est de construire des réseaux fortement divisibles a Uintérieur des D(L). On commence
par un lemme qui va nous permettre de réduire notre étude a certains £ particuliers pour lesquels
la proposition 3.3 pourra étre appliquée.

Lemme 3.4. Pour tous L € K et a € Qp, les Sk,-modules filtrés D(L) et D(L + a) sont iso-
morphes.
Pour tous L € K etn € Z, les Sk,-modules filtrés D(L) et D(p™L) sont isomorphes.

Démonstration. Pour la premiere assertion, I’isomorphisme est donné par e; +— e, es — aej + es.
Pour la seconde assertion, il est donné par ey — p™eq, e — es. O

Ainsi, pour le calcul que ’on souhaite faire, on peut sans perte de généralité supposer £ = L.
Rappelons que ’'on est alors dans I'une des deux situations suivantes :

(1) vp(L£) =0 et 'image de £ dans le corps résiduel n’appartient pas au sous-corps premier

(i) 0 <v(L) < 1.
Soit Ly € Kplu] 'unique polynéme de degré < e tel que Lo(w) = L. Comme 'on a supposé
0 < v(L) < 1, Lo est a coefficients dans W. Par ailleurs son terme constant A est inversible
dans le cas (i) et multiple de p dans le cas (ii). En outre, dans le cas (i), ’hypotheése indique que
@ = @(A) — X est aussi inversible dans W. Dans le cas (ii), évidemment p est multiple de p. En
utilisant la définition de L9, on montre qu’il s’écrit :

1
Lo=Loy+ ;;LlE(u)

ot Ly est I'unique polyndome de degré < e a coefficients dans Ky tel que Lq(7) = & 5/6((:))~ Comme

E(u) est un polynome d’Eisenstein de degré e < p, la valuation de E'(r) est 1 — 1. Ainsi Ly () est
divisible par 7, d’ot on déduit L; € uS + pS.

Lemme 3.5. Il existe un élément t € S tel que :
o (¢(\) — Lo)t = Ly (mod Fil'S) ;
o 1+ co(t) est inversible dans S (on rappelle que ¢ =
e dans le cas (i), t € uS + pS.

S(EW)) .
) )

Démonstration. On traite séparément les deux cas. Dans le cas (i), on note que le terme constant
de ¢(N) — Lo est ¢(A) — A = p, inversible dans W. Ainsi ¢(A) — Ly est lui-méme inversible dans
S, et on pose t = m Il vérifie a I’évidence la premiere et la troisieme condition. La seconde,
quant a elle, résulte directement de la troisieme.

Passons maintenant au cas (ii). On choisit pout ¢ le polynéme & coefficients dans Ky de degré
< e tel que t(m) = ﬁ% Il s’agit donc de montrer d’une part que t a ses coefficients dans W,
et d’autre par la deuxiéme condition du lemme (la premiére étant immédiate par construction).
Posons pour cela j = ev,(L£). C’est un entier strictement compris entre 0 et e et Lo s’écrit :

Lo(u) = by + i+ -+ Le_qu!

ol les ¢; sont des éléments de W tels que p divise £y, ..., ¢;_; tandis que ¢; est inversible. A partir de
cela, on obtient facilement les congruences Lo(m) = ;77 (mod 73 +1) et Ljy(7) = jl;n7 ! (mod 77).



En faisant des manipulations analogues avec le polynome FE(u), il en ressort que E'(7) = ex®~!

(mod 7€) et p = —Z—; (mod 7t1) si pey est le coefficient constant de E(u). Ainsi trouve-t-on :

Ly(m) —pLy(m) =~ (mod )

(N — Lo(m) — E'(m(6(\) — Lo(m)) — eco

t(m) =

d’ot il résulte que t est a coefficients dans W et que son coefficient constant est congru a 76370

modulo p. Par suite, le coefficient constant de 1 + c¢(¢) est congru a 1 — % modulo p et donc, en
particulier, inversible dans W (car 0 < j < e). Il s’ensuit que 14 c¢(t) est inversible dans S comme
annoncé. O

On fixe maintenant un élément ¢ € S satisfaisant les conditions du lemme précédent et on pose

_ 9(Lo) + co(top(N))
R P 2)

Lemme 3.6. On a Z — $()\) € pS + FilS.
Démonstration. Un calcul donne :

(Lo — A) + co(tp)

2= =" 00

1l suffit donc de montrer que ¢(Lo — A) + co(tu) € pS + Fil2S. Comme, par définition, X est
le terme constant de Lo, on a Ly — A multiple de u et donc ¢(Lg — A) est divisible par «?. Or
uP = uP~2eu2¢ = uP~2¢E(u)? (mod pS), d’'ott uP € pS + Fil*S. 11 en résulte que ¢(Lo — ) est
toujours dans pS + Fil>S. Ainsi, pour terminer la preuve, il suffit de justifier que o(tp) est lui
aussi dans pS + Fil>S. Clest clair si on est dans le cas (ii) puisqu’alors p est multiple de p. Si,
au contraire, on est dans le cas (i), le lemme 3.5 nous dit que ¢ € uS + pS et on conclut comme
précédemment. O

Notre but désormais est de montrer que le couple (1, Z) satisfait ’hypotheése H(L). Si on y
parvient, par application de la proposition 3.3, on aura bien réussi a construire un réseau fortement
divisible dans D(L). On considére un élement A € S satisfaisant le prémisse de H(L) (et on souhaite
bien évidemment montrer la conclusion). On observe qu’ajouter & A un élément de Fil2S ne modifie
pas la véracité de H(L). Ainsi, on peut supposer que A = troncs(A) et par suite qu’il s’écrit sous
la forme A = pAy + A1 E(u) ot Ag (resp. A1) est un polynéme & coefficients dans %W (resp. W)
de degré < e.

Lemme 3.7. Avec les notations précédentes, Agy est a coefficients dans W'.

Démonstration. Encore une fois, on traite séparément les cas (i) et (ii).

Dans le cas (i), on remarque que A(Ly — Z) appartient simultanément & pS + FilQSKU et %S
(puisque Ly € %S). Ainsi A(Lo—Z) € pS+ %FilZS et en appliquant ¢ on obtient ¢(A)d(Ly — Z) €
pS. Or, en utilisant le lemme 3.6, on vérifie facilement que ¢p(Lo2 — Z) = ¢(Lo) + cp(L1) — ¢(Z) a
un terme constant congru & —@(x) modulo p, et donc qu'’il est inversible dans W. Ainsi ¢(Ly — Z)
est inversible dans S et, de ¢(A)Pp(L2 — Z) € pS, on déduit ¢p(A) € pS. Comme ¢(A) = pd(Ao) +
ped(Ay), il suit ¢(Ag) € S a partir de quoi le lemme s’obtient facilement.

Dans le cas (ii), on a AZ € pS + Fil’Sk, et donc le prémisse de H(L) s’écrit ici ALy €
pS + FilQSKO. Soit X le polynome & coefficients dans W' de degré < e tel que X (w) = & € W.
Alors, L;X — 1 s’annule en 7, ce qui permet d’écrire

X Y
L; —1= EE(u) (mod Fil*Sk,) (3)

pour un certain polyndéme Y a coefficients dans K, uniquement déterminé si on impose en outre
degY < e (ce que nous ferons par la suite). En dérivant (3) et en évaluant en 7, on obtient

Y(m) = %. Un argument analogue a celui conduit lors de la preuve du lemme 3.5 permet



d’accéder a la valuation de Y (7) : on trouve v,(Y (7)) = 0. Ainsi Y est & coefficients dans W et
son terme constant est inversible dans cet anneau. On en déduit que Y est inversible dans S. Par
ailleurs, on a

X A
A)YE(u)= A (52 - 1) AL vy (mod Fil*Sk,)
p

p
d’ott on trouve AgY E(u) € S +Fil2Sk, puis AgY € S+ Fil' Sk, . De 'inversibilité de Y, on déduit
enfin Ay € S + Fil'S K, & partir de quoi la conclusion est immédiate. O

En combinant les lemmes 3.2 et 3.7, il vient
$(A) = ¢ o tronca(A) = pd(Ag) + peg (A1)  (mod p*S). (4)

En particulier ¢(A) € pS (ce qui avait déja été vu dans la preuve du lemme 3.7 dans le cas (i)). Il
ne reste donc plus qu’a démontrer que p? divise

A = ¢otronce(ALy) — $p(A)Z. (5)
En appliquant ¢ o tronce a la congruence
ALy = pAogLo + (AgLy + A1 Lo)E(u)  (mod Fil*Sk,) (6)
et en utilisant a nouveau le lemme 3.2, on déduit :
¢ o tronca(ALz) = pp(AoLo) + ped(AoLy + A1Lg)  (mod p?9). (7)

En remplagant dans (5) ¢potronce(ALs), ¢p(A) et Z par les expressions données respectivement par
les équations (7), (4) et (2), on obtient aprés un calcul un peu laborieux :

A cp(Ao) Ao(t)

— = ———"— (L1 + Lot — o(M)t) + ———— ¢(AgL1 + A1Ly — p(N)A mod pS).
D 1+c¢(t)¢(1 0 ¢()) 1+c¢(t)¢(01 140 ¢()1) ( pS)
Le premier terme du membre de droite est divisible par p étant donné que, par la premiere condition
du lemme 3.5, Ly + Lot — ¢(A\)t € Fil'S. Il ne reste donc plus qu’a prouver qu'il en est de méme du
second terme. Pour cela, on remarque que le lemme 3.6 et la congruence (6) entrainent ensemble

A(Ls — Z) = B(u)(AoL1 + A1 Lo — A14()\))  (mod pS + Fil*Sk, ). (8)

Ainsi, en utilisant I'hypotheése du prémisse de H(L), il vient E(u)(AoL; + A1Lo — A19(N)) €
pS + Fil>S puis AgL; + ALy — A1¢()\) € pS + Fil'S. En appliquant ¢, on obtient finalement
¢(AogL1 + A1 Lo — A16(N)) € pS comme souhaité.

4 Réduction modulo p et poids de I’inertie modérée

On conserve les hypotheses et les notations de la partie précédente : notamment, on continue
de supposer que L reléve soit du cas (i), soit du cas (ii) (on rappelle que, grace au lemme 3.4, on
peut toujours se ramener & 'un de ces deux cas), et en particulier donc que 0 < v,(£) < 1. Soit
M = M(L) le réseau fortement divisible de D(L) qui est donné par la proposition 3.3, et soit
T = Tw(M) le Zyréseau de V(L) correspondant. Posons M = M/pM, et pour tout m € M,
notons m son image dans M. De méme, si s est un élément de S, définissons 5 comme l'image de
s dans Sy = k[u] /u?.

Introduisons a ce niveau quelques notations supplémentaires. Soient U et V les uniques po-
lynémes & coefficients dans W de degré < e tels que U(Lg — ¢(A)) = p + VE(u). Dans le cas (i),
on remarque que U et p sont associés modulo Fil'.S (i.e. ils définissent le méme idéal principal de
S/Fil'S), alors que dans le cas (ii), on observe qu’étant donné que les termes constants de U et
Lo — ¢(A) sont tous deux divisibles par p, le terme constant de V' est, lui, congru & —cy ! modulo p.
Finalement, remarquons que si ¢ satisfait les conditions du lemme 3.5, il en est de méme de tronc; (¢)
et qu’en outre modifier ¢ en troncy (¢) ne change pas la valeur de v. Ainsi, on peut supposer sans
perte de généralité que t = troncy(t); c’est ce que nous faisons & partir de maintenant.

Soit A C S T'idéal formé des éléments A qui satisfont le prémisse de H(L), c’est-a-dire :

A={AcS/AZ - L) € pS+ Fil®Sk, }.



Lemme 4.1. L’idéal A est engendré par p +tE(u), UE(u) et FilS.

Démonstration. Bien entendu, on a Fil®’S C A. En outre, la formule (8) combinée & la premitre
condition du lemme 3.5 montre que p + tE(u) € A.

Soit A € A un élément arbitraire. Quitte & ajouter & A un élément de Fil2S, on peut supposer
que A = troncg(A). Par le lemme 3.7, on peut alors écrire A = pAg + A1 E(u) avec Ag, A1 € Wlu].
Quitte & soustraire maintenant le multiple adéquat de p + tE(u), on peut supposer que Ay = 0,
et donc que A = A1 E(u). On est finalement ramené a déterminer les polynémes A; € Wu] pour
lesquels A; E(u) € A. Par une nouvelle application de la formule (8), c’est le cas si et seulement si
Ay (Lo — ¢(N) € pS 4 Fil'S.

Dans le cas (i), Lo — ¢(\) est inversible, d’ou on obtient I’équivalence entre A; (Lo — ¢(N)) €
pS + Fil'S et A|E(u) € pE(u)S + Fil2S. Comme UE(u) et pE(u) sont associés modulo Fil%S, la
condition est encore équivalente & A FE(u) € UE(u)S + Fil®S, et le lemme est démontré.

Dans le cas (ii), on note que p divise A1(7w)(Lo(m) — ¢(N)). On en déduit qu’il existe U’ € S
tel que A, — U'U € Fil'S, puis que A1 E(u) € UE(u)S + Fil*S comme annoncé. Réciproquement
U(Ly — ¢()\)) € pS + Fil' S par construction de U, d’ott UE(u) € A. O

Pour tout A € A, définissons
1
m(A)=A-f1 + ];troncz(A(Cg —-2Z)) fa.

A partir de la congruence (1) et du lemme 4.1, on démontre rapidement le corollaire suivant.

Corollaire 4.2. Pour tout A € A, m(A) est un élément de Fil> M. De plus, Fil>M est engendré
par m(p +tE(u)), m(UE(u)) et (Fil*2S)M.

Dans la suite, nous écrirons 7 (A) a la place de m(A). On cherche a présent a construire deur
éléments qui engendrent Fil*>M et & calculer leur image par ¢». Le lemme suivant nous sera utile.

Lemme 4.3. Soit A € A. Alors
p2(m(A)) = (¢(A)/p)fr + Cfa

ou
¢ o tronce(ALs) — ¢(A)Z + ¢(d(N))p(A — tronca(A))
2
Démonstration. Le lemme suivra de la preuve de la proposition 3.3 une fois que 'on aura montré
que C' et p%(pqS(B) + ¢(AZ) — $(A)Z) sont congrus modulo p, on B = %troncg(A(Lg — 7).
Puisque A € pS + Fil'S et Z — ¢(\) € pS + Fil?S, on a A(Z — ¢(N\)) € pS + Fil’S. Ainsi

C = e s.

troncy (A(Z — ¢(N))) — A(Z — ¢(N)) € pFil®S + Fil*S
puis, en appliquant ¢ :
¢ o tronca (A(Z — ¢(N))) — H(A(Z = $(N))) =0 (mod p°).

Apres un petit calcul :
p*C =pd(B) + ¢(AZ) = $(A)Z  (mod p°)

ce qui est exactement ce que ’on voulait. O

Proposition 4.4. 1. Dans le cas (i), Fil> M est engendré par mi(p + tE(u)) et E(u)2f;.

2. Dans le cas (i), Fil>M est engendré par m(p + tE(u)) et m(UE(u)).
Démonstration. 11 suffit, dans chacun des cas, de montrer que les images par ¢o des deux éléments
qui apparaissent dans I’énoncé du lemme engendrent M comme S;-module.

On commence avec A = p + tE(u). Alors ¢(A)/p = 1 + co(t) et (p(A)/p) est une unité in

S, grace a la seconde condition du lemme 3.5. On calcule maintenant 1’élément C' du lemme 4.3.
Comme ALy = pLo + (tLo + L1)E (mod Fil>Sk, ), le premier terme du numérateur de C' est

¢ otronca(ALs) = pP(Lg) + pc - ¢ o troney (tLg + Lq) .



Le second terme, quant a lui, est ¢(A)Z = pep(Lo) +pece(tp(X)). Comme tronce(A) = A, le troisieme
terme s’annule et, aprés s'étre rappelé que 'on a supposé ¢t = tronc (t), on obtient

ng = pc- ¢ otroncy (Lo + L1 — tp(N)).

La premiere condition du lemme 3.5 montre que la quantité précédente s’annule, et donc que C' = 0.
Au final

$2(M(p + tE(u))) = (14 ch(t)) f1-

On retiendra en particulier que le coefficient devant f; dans le membre de droite est inversible.
Intéressons-nous maintenant & lautre générateur, c’est-a-dire m = E(u)?f; dans le cas (i) et
m = m(UE(u)) dans le cas (ii). Dans le cas (i), on remarque que puisque troncy (E(u)?(L2—Z2)) = 0,
on am = m(A) avec A = E(u)?. Ainsi on peut appliquer le lemme 4.3 pour calculer ¢s(f). Comme
d(A) = p?c?, on a ¢(A)/p = 0. Par ailleurs, aprés avoir remarqué que ¢ o tronca(ALs) = 0, on

trouve facilement
oo\ = Lo)
L+cp(t)

Ainsi ¢o(m) = Cfy et le fait qu'il engendre tout M avec ¢o(M(p+tE(u))) résulte de I'inversibilité
de C satisfaite puisque ¢(A) — Lo est une unité dans ce cas.

Dans le cas (ii), on a clairement m = m(A) avec A = UE(u). On peut donc appliquer & nouveau
le lemme 4.3. On a d’abord clairement ¢(A)/p = c¢(U). Par ailleurs, apres un assez long calcul qui
utilise les égalités troncy(A) = A, troncy (¢(A)U) = ¢(A\)U et tronce(ALy) = troncy (ULg)E(u) =
(p+ #(NU)E(u) ainsi que la définition de U et V, on trouve

C =

_62¢(t—V)
= Tran

Donc

P2(M(UE(u))) = cp(U) f1 + Cfo.

Pour conclure, il suffit donc encore une fois de justifier que C' est inversible dans S. Or nous avons
déja évalué les termes constants de t et V', et trouvé qu’ils sont respectivement congrus a _eJTO et

—é modulo p. Ainsi, ils ne sont pas congrus entre eux, et la proposition s’ensuit. O

Définissons gy = m(p + tE(u)) et go = E(u)2f; (resp. go = M(UE(u))) dans le cas (i) (resp. le
cas (ii)). Posons également

By = (Lo — ¢())) + tronc, <W> u’
et dans le cas (ii) seulement

1
B, = (1 + —troncy (U(gp(\) — Z))) u®.
p
On remarque tout de suite que par le lemme 3.6, By et By sont tous les deux des éléments de S.
La structure de M est alors résumée dans la proposition suivante.
Proposition 4.5. 1. Dans le cas (i), Fil>M est engendré par
g = utfi+Bif
g2 = uCh
avec

$2(g1) = (A +co(t)h

cp(p(N) — Lo)
$2(92) Tqﬁ(t)o

f2

ot les deux coefficients dans les deux dernieres équations sont des unités.



2. Dans le cas (i), Fil*M est engendré par

g = utfi+Bifo
g2 = uUfi+ Bafs

avec

d2(g1) = A +co(t)h

$2(g2) = C¢(U)f1+Mf2

et les coefficients de f1 dans ¢2(g1) et fo dans ¢a(ga) sont des unités.

Démonstration. A la lumiere de la proposition 4.4 et de sa preuve, il ne reste qu’a montrer que nos
formules pour By et Bs sont correctes.

Pour le premier, il s’agit de montrer que si A = p+ tE(u) et B = %tI‘OHCQ(A(ﬁg — 7)), alors
B = B; (mod p). Or, le lemme 3.6 donne pZ = pp()\) (mod p2S + Fil?S), & partir de quoi un
calcul direct utilisant la premiere condition du lemme 3.5 entraine

ALy = Z) = p(Lo — 6(N)) + tE(u)(¢(A) = Z) (mod p*S + Fil® Sk, )

puis la conclusion.
Pour le second, il s’agit de méme de montrer que si A = UE(u) et B = %troan(A(Eg - 7)),
alors B = By (mod p). Mais c’est immédiat par le lemme 3.6 et la définition de U. O

Dans le cas (i), on observe que B est inversible, alors que f est soit égal & 0, soit le produit de
u? (j < 1) par une unité avec v = j/e si 0 < j < e et v > 1 sinon. Dans le cas (ii), par contre, By
(resp. U, resp. By) est le produit d’une unité par u’ (resp. u®~7, resp. u®), alors que f est, quant
A lui, inversible (c’est-a-dire v = 0). De plus, on vérifie que le coefficient en u¢ dans tBy — BiU
n’est autre que le terme constant de Z — V/, dont on sait qu’il ne s’annule pas. La premiére partie
du théoréme 1.1 (celle qui concerne le polygone de Hodge) résulte facilement de ces considérations.
Pour la seconde, on a besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.6. Soit M un objet de Mod‘f’gN de rang 2 admettant pour base (e1,es). Dans la
1
suite de la proposition, toutes les lettres grecques font références a des éléments inversibles de S.

0. Supposons que Fil>M soit engendré par es et u*e; et que

b2(e2) = per, $2(u*er) = pes .

Alors Ts, (M) est irréductible et les pentes de son polygone de linertie modérée sont 0 et 2.

1. Supposons que Fil> M soit engendré par autey + ey et u*“e; et que

p2(aueq + e2) = per P2(u*“e1) = pes.

Si j = e, alors Ty (M) est irréductible et les pentes de son polygone de linertie modérée
sont 0 et 2. Au contraire, si j < e, alors M admet un sous-objet M de rang 1 tel que

FilPM = ue=iM .
2. Supposons que Fil? M soit engendré par aufe; + fuies et yu2¢~Ie; 4+ dufey avec j < e et
ad — By € S7°. Supposons également que
da(auey + fules) = pey , da(yu® ey + dutey) = ouPc=Ney + pes .

/

Alors M admet un sous-objet M de rang 1 tel que Fil*M = ue M .
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Démonstration. L’alinéa (0) est immédiat par le théoréme 5.2.2 de [4].

Passons & (1). Si j > e, posons €} = ¢a(e2) = per — dp(a)uPlU=ey. A partir de ey € Fil*M et
#(u¢) = 0, on obtient ¢(u?¢e}) = ¢(u)pes. Comme (€, e3) est encore une base de M, le résultat
suit de (0).

Supposons désormais j < e. On cherche HN/ engendré par un vecteur m € M de la forme
m = es + XuPe=De; ol X est inversible dans S;. On calcule

b2 (u T eg) = —pp(a)es + puP ey .
puis, en utilisant 2e < (p+ 1)(e — j) :
b2(usIm) = p(—p(a) + ¢(X)up((p+1)(efj)f2e))€2 + puPe ey

Ainsi, si X est une solution

pX (—p(ar) + Qg(X)up((p-S-l)(e—j)—?e)) =u (9)
on a terminé. Mais on montre facilement que (9) admet une unique solution en résolvant 1’équation
coeflicient par coefficient. En outre, le coefficient constant de X est celui de —#@, d’ou on déduit

I’'inversibilité souhaitée de X. Il faut encore vérifier que M est stable par N, mais cela ne pose pas
de probléme car la relation de commutation & ¢o implique directement N o ¢2(u®~Im) = 0 puis la

stabilité souhaitée étant donné que ¢o(u®~Im) est un générateur de M.

Finalement, on traite (2). On cherche & nouveau M engendré par un vecteur m € M de la
forme m = ey + XuP(¢=Pe;, toutefois sans imposer & X cette fois-ci d’étre inversible. En posant
A = ad — [, on calcule

$2(Aues) = pp(a)es + (¢(a)a — ¢(v)w)ur'“ ey .
On a uP¢e; € Fil*>M car p(e — j) > 2e, d’ott il suit ¢g(u® - uP€Dey) = 0. Ainsi

po(a) (. 9o = 6K pe—j),
B(A) (2+ pé(a) 1>

p(a)o—g(v)u
po(a)

(e

P2(um) = g2(ues) =

et, puisque ZZE(AQ)) est inversible, on peut prendre X =

. De méme que dans le cas
précédent, on vérifie pour finir que M est stable par N. O

Il est maintenant de conclure : au vu des descriptions que I'on vient d’obtenir, ce qu’il reste a
prouver du théoréme 1.1 est une conséquence immédiate du théoreme 5.2.2 de [4].
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